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 چکیده 
سیستمعلی  اینکه  بیشرغم  فیزیکی  معادله های  توسط  مدلتر  معین  دیفرانسیل  می های  تصادفی سازی  اثرات  از  موارد  اغلب  در  چون  شوند، 

بر روی   «نوفه سفیدها با نتایج تجربی سازگار نیستند. در این پژوهش، هدف بررسی اثر اختلال تصادفی » رو جواباست، از ایننظر شده  صرف

که فرم کلی یک معادله تصادفی با   ،گویننمعادله لا  ر شده است. سپس به حلومرفرایندهای تصادفی    متغیرها و  ابتدا  دردو مدل فیزیکی است.  

یو گردیده است. این کار با در  اکتیوو تابش مواد راد  یکی الکتر  یان جر  نوفه سفید است، پرداخته شده و دو مدل تصادفی فیزیکی برای اختلال  

شود. با حل این معادلات تصادفی، تابع مقدار میانگین، نظر گرفتن جمله اختلالی نوفه سفید در معادلات دیفرانسیل معمولی مربوطه انجام می

  سازی،، ضمن انجام شبیهدست آمدههنتایج بتر  برای مطالعه بیش نهایت  دست خواهند آمد. در  انس و نیز تابع فرایندهای تصادفی بهتابع واری

استفاده    Excelافزارکارلو در محیط نرمسازی حرکت تصادفی مورد نظر، از روش مونتمنظور شبیهبه  .نداشده   ها نمایش دادهنمودارهای آن 

 شده است. 

 فرایند تصادفی، معادله لانگوین، اختلال تصادفی، نوفه سفید :هااژهکلیدو
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Abstract 
Physical systems are mostly modeled by certain differential equations. However, in most cases random 

effects are omitted and therefore, the solutions are not in agreement with the experimental results. In the 

present work, we have investigated the effect of white noise perturbation on two physical models. At 

first, we have reviewed the random variables and processes and then, we have solved the Langevin 

equation, which is a general form of a random equation with a random white noise perturbation. We have 

also proposed a stochastic model for both the electric current and radiation of radioactive materials. This 

is done by considering the white noise perturbation sentence in the corresponding ordinary differential 

equations. By solving these random equations, we have obtained the mean value function, the variance 

function, and the random process function, as well. Finally, the results have been simulated and the 

corresponding diagrams presented. In order to simulate the desired random movement, the Monte Carlo 

method in Microsoft Excel environment was used. 
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 مقدمه. 1
طبیعت   در  فیزیکی  رویدادهای  و  و   به فرایندها  معین  نوع  دو 

می  تقسیم  اولیه نشوتصادفی  شرایط  به  توجه  با  معین  نوع   د. 
جز  مسئله یا  و  معمولی  دیفرانسیل  معادله  کمک  ی  ی به 
دیگرمی   بندی فرمول  نوع  تصادفی  فرایندهای  از    ی شود. 

متغیرها و معادلات   د که به کمکن باشت می عیبرویدادها در ط
مدل  و  تصادفی  در  شوند  می   توصیفسازی  مهمی  نقش  و 

دار مهندسی  و  علوم  مدل  د.نپیشرفت  تصادفی    یفرایندهای 
  هانآ  نتایجکه  است  های تجربی  زمایشآریاضی برای بسیاری از  

نیستند.  دقیقاً در   مشخص  مهمی  نقش  تصادفی  فرایندهای 
،  یند برنولیافر ماری تعادلی و غیر تعادلی دارد.آتوسعه مکانیک  

نوع تصادفی است،   از  ه که  دنزمایش تکرارشوآتواند یک  می که 
عنوان مثال،  هب  سازی نماید. تنها دو نتیجه مستقل دارد را مدل

خاصیت    .استفرایند    از این  ای نمونه  بعدی یک زدن تصادفی  قدم
بندی فرایندهای تصادفی داشته  مارکوف نقش مهمی در تقسیم

 . داردن آینده هر فرایند تصادفی به گذشته آبستگی واو نشان از 
مقابل حافظهفرایند  هاآن  در  دارهای  قرار  که  ندار  این آد  ینده 

ندهای ایفر با حافظه طولانی دارد. ای یندها بستگی به گذشتهافر
های گسسته و ی نمونه و پارامتر به حالتاساس فضا  تصادفی بر 

حرکت براونی با حرکت  [.  18-1]   دنشوبندی می پیوسته تقسیم 
مولکول و  میذرات  داده  توضیح  گازها  و  مایعات  در  ؛  شودها 

معادله  که معادله معین مربوطه قانون دوم نیوتن است و  درحالی
می لانگوین  معادله  آن  نظیر  حرکت   . باشدتصادفی  این  در 

در  متفاوت و    ی ای زمانهدیگر در بازهیکها با برخورد با  لکول وم
مستقل  حال    عین بن آحرکت  هم  از  می هها  [.  1]  یدآدست 

لا  با درنمعادله  را  ذره  قانون    گوین که حرکت یک  گرفتن  نظر 
نیوتن   می دوم  نفوذ    کندتوصیف  پدیده  در  مهمی  نقش 

حالت لکول وم در  داردها  ماده  مختلف  به12]  های  تازگی  [. 
فرکتال  مدلحساب  جهت  روی ها  بر  تصادفی  زدن  قدم  سازی 

کار برده شده است و رابطه میانگین و واریانس قدم  ها به فرکتال 
مقایسه شده است. مدلز نفوذ  معادله  با  سازی که  دن تصادفی 

می انجام  فرکتال  مدلحساب  با  مقایسه  قابل  های سازی دهد 
 [. 20،  19انجام شده توسط معادلات تصادفی است ]

سال وجود  در  با  فیزیکی  فرایندهای  اخیر  اختلال های 
ها مورد مطالعه قرار گرفته است  دلیل کاربرد زیاد آنتصادفی، به

نوفه[21] اثر  انتشار .  مدل  بر  گاوسی  و  پواسونی  سفید  های 
می نشان  ایدز  با  ویروس  مقایسه  در  پواسونی  سفید  نوفه  دهد 

 [. 10تری است ]نوفه گاوسی دارای خطای کم
ها که منجر  با اعمال جمله نوفه سفید در مدل رشد جلبک

می تصادفی  دیفرانسیل  معادله  یک  میبه  معادله  شود،  توان 
   [.11]ماریا حل کرد  -وسیله روش اویلرمربوطه را به

زمینه، در پژوهش  در راستای کارهای انجام پذیرفته در این  
های فیزیکی مانند مدار الکتریکی حاضر اثر نوفه سفید در مدل

 بررسی شده است.  و تابش مواد رادیواکتیو 
این کار شامل حل   اصلی  بر جریان  1نتایج  معادله حاکم   )

و   سفید  نوفه  اختلالی  جمله  کردن  اضافه  با  ( حل  2الکتریکی 
واپاشی هسته این جمله  معادله  با  استای  .  (1)شکل    اختلالی 

برای   اولیه  نیاز  مورد  تعاریف  است  لازم  ابتدا  در  کار  این  برای 
 کمک به خواننده مرور شود )بخش دوم(.

  

 در فرایندهای تصادفی اولیه تعاریف . 2

متغیرهای تصادفی و فرایندهای تصادفی نقش مهمی در توسعه  
فیزیک   و  مهندسی  به آعلوم  بخش  این  در  است.  داشته    ماری 

 [. 7-1شده است ]تعاریف اولیه مورد نیاز در این مقاله اشاره 
تصادفی  مجموعه1فرایند  تصادفی،  فرایند  یک  از :  ای 

 , , ,X t t T  ( فضای احتمال    در  تصادفی  متغیرهای  (
(,F,P  است، که در آن )    ،فضای نمونهF    سیگما و    -جبر

P  کنیم:  باشد. برای سادگی فرض می اندازه احتمال می 
 

 (1)                                                      ,X t X t =( ) ( ) 
 

این می 2ها شاخصمجموعه  ،  T  جادر  مجموعه شودنامیده   .
نام  فرایند تصادفی  یا فضای حالت   3وضعیت فضای    X(t)  مقادیر

 . دارد
اگر   4میانگین  تصادفی:  باشد  X( t)متغیر  تصادفی  متغیر    ، یک 

 شود:صورت زیر تعریف میمیانگین متغیر تصادفی به 
  

(2)                                    [ ] dE X t X t x=   ( ) ( ) ( ) 

 

 ( آن  در  احتمال ω )xکه  مجموعه  چگالی    اعضای 

(ω,t =   cons tan t)X  باشد. می 
 

 
 های مقاله.ها در تمامی بخشمعادلات معین و همتای تصادفی آن. 1شکل 

 
1. Random processes 

2. Index set 

3. State space 

4. Mean  
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اگر 1واریانس  تصادفی:  باشد،    X( t)  فرایند  تصادفی  فرایند  یک 
 شود:صورت زیر تعریف می بهآن واریانس 

 

(3)                                   var [ [ ]X t E X t E X= −
2( ) ( ( ( ) ( ) )  

 
تصادفی  فرایند  اگر   :2نمو  X t ,t 0( تصادفی   ( فرایند  یک 

تفاضل  باشد.  پیوسته  X t X s( ) - ( زمانی   ( را   (t,s)درفاصله 
 گویند. ن فرایند میآنمو 

Xفرایند تصادفی :  3فرایند تصادفی مانا  t( دارای توزیع نموی   (
 را مانا گویند.  (s<t)  باشد (s-t) که فقط بستگی به تفاضل

Xتصادفی  فراینداندازه وابستگی بین    :4همبستگی تابع خود t( ) 
،  شودصورت زیر تعریف میکه به  ،تابع خود همبستگی   به کمک

 :آیدمیدست هب
 
(4                                     ) =XR t,s X t X sE( ) ( ) ( ) 
 

اتو کوواریانس  برای هر فرایند تصادفی5تابع   :X   اتو کواریانس
 شود: صورت زیرتعریف میبه

 

(5 )          X XK t,s R t,s X t X sE−( ) = ( ) ( ) ( )   
 

Xفرایند تصادفی برای هر   :6تابع همبستگی  t( تابع همبستگی  (
 شود: زیر تعریف می صورتبه
 
(6          )     XC t,s E X t X s E X t E X s−( ) = ( ) ( ) ( ) ( ) 
 

X  را واینر  ه: یک فرایند تصادفی پیوست7فرایند واینر  t( گویند  (
   :اگر

1 .  X 0( ) t برای حالت0=  0. 

Xنمو    .2 t X s( ) - (    با میانگین صفر   8دارای توزیع گاوسی  (
t آن تابعی از واریانس است و s−(  باشد.  (

 د. ننموها مستقل و بدون همپوشانی باش   .3

 . استاز فرایند واینر  مثالی 9حرکت براونی 

Xمعادله فرایند واینر: اگر t( یک فرایند تصادفی واینر باشد، از  (
 [: 7-1] کند زیر تبعیت می  10تصادفی معادله

 
1. Invariance  

2. Increments 

3. Stationary processes 

4. Auto-correlation function 

5. Auto-covariance  

6. Correlation 

7. Wiener 

8. Gaussian  

9. Brownian motion 

10. Stochastic  

(7                            )d dX t t X t F X t t,+ =( ) - ( ) ( ( ) )  

 
 :استصورت زیر به F11 تابع انتشارکه در آن 

 

(8                            )  dd d t t
tF X t , t t N ,+= 2 0 1( ) ( ) 

   

تصادفی نوفه سفید   12د نپارامتر مشخصه فرای 2  رابطه،  در این

dt  و در معادله باشدمی گاوسی   t
tN ,+ 0 1( با  13یک توزیع نرمال،  (

dtیک در بازه   میانگین صفر و واریانس ,t t+( با فرض   ت. اس (
Xاینکه مقدار  t( xبرابر   t در زمان( t(  1رابطه    رواز اینباشد،   (

 صورت زیر نوشت: هتوان برا می
 

(9)              d dX t t N x t , t+ = 
2( ) ( ( ) )  

 

 : [ 12]شود از رابطه زیر استفاده می  14با توجه به حساب ایتو 
  
(10                                             )

dX t t X t+ =( ) - ( ) 

d d
d

t t
X t t X t X t X t
   

+ − + + + −   
   2 2

( ) ( ) ( ) ( )   

 
کمک   به   8  رابطهتوان  می ،  10  رابطه به  زیر  را  تبدیل صورت 

 [: 12]کرد
 

  (11)                                         δ d t dt
tt  N ,+ =2 0 1( )   

δ

dt
t

t dt
tdt

t
t

dt dt
δ N , N ,

+
+

+

   
+   

   

2 2 20 1 0 1
2 2

( ) ( )  

 

نامند. این شرط وقتی برقرار است  می15این معادله را خودسازگار

  که
d

t

t
t

N ,
+

2 0 1( tو  ( dt

dt
t

t

N ,+

+

0 1( باشند.  ( هم  از   اکنون  مستقل 

که حرکت براونی در    را،  مربوط به ذراتحرکت  توان معادله  می 
 د:کرحل در ادامه آن را صورت زیر نوشت و به، یک بعد دارند

 

(12        )             d δ d t dt
tX t t X t t  N ,++ = 2 0 1( ) - ( ) ( )  

 
 x  این معادله حرکت پیوسته براونی است که در راستای محور

باشد، در نتیجه    t= 0  کنیمفرض    12رابطه    رافتد. اگر داتفاق می
 خواهیم داشت: 

 
11. Markov propagator function 
12. Process-characterizing parameter 

13. Unit normal  distribution  

14. Ito calculus 

15. Self-consistency 
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(13                        )δ dd + dtX t  Nt X ,+= 2 0
0 00 1( ) ( ) ( ) 

 

   t d=t چنین برای و هم
 

(14                      )d
dδd d d t
tX X t  Nt t ,= + 2 2 0 1(2 ) ( ) ( ) 

 

 : خواهیم داشت 14 رابطه در  13 رابطهگذاری با جای 
 

d d
dd δd dt t
tX X δ t  N , t  Nt ,= + +2 2 2

0 0 1 0 10(2 ) ( ) ( ) ( )  
(15) 
 

dtNکه   جانآ  از ,0 0 1( dو (
d

t
tN ,2 0 1( هم  ( از  جدا  زمانی  بازه  در 

و با توجه به نتیجه جمع   بودهدر نتیجه مستقل از هم  هستند،  

 خطی دو فرایند نرمال خواهیم داشت:  
 

(16)           d
δ dd

tX X N   ,t t= +
2 2
0 00 2(2 ) ( ) ( )  

 

 با تکرار این روش به جواب نهایی خواهیم رسید: 
 

(17                                    )δ
tX X N   , tt = +

2
0 00( ) ( ) ( ) 

 

خطی    صورته که ب  یدارای میانگین صفر و واریانس  ی کهفرایند

 . شودنامیده میفرایند واینر  باشد، یابدبا زمان افزایش می
 

 گوین نمعادله لا. 3

جرم   به  ذره  یک  برای  نیوتن  دوم  درنظرگرفتن    mقانون  با 

 شود:صورت زیر نوشته می های تصادفی بهمتغیر 
 

(18                                                   )d

d

V F

t

t t

m
=

( ) ( ) 

  ،نیرو F آنکه در 

(19                                                   )d

d

X
V

t

t
t =

( )
( )                   

 

Xسرعت ذره و t( رابطه( زیر  بهرا    19  مکان ذره است.  صورت 
 توان نوشت: می

 

(20                                  )d dX t t X t V t t+ −( ) ( ) = ( ) 
 

در 1لانگوین  اختلالی    با  گرفتن جمله  جمله و  نوفه سفید  نظر 
 صورت زیر نوشت: را به (18)رابطه   معادله نیوتن،  چسبندگی

 
1. Langevian 

(21     )d d d t dt
tt t t ,t βt tV V γV N += ++ −− 2 0 1( ) ( ) ( ) ( ) 

 
را توضیح    [18] 2اولنبک  -فرایند تصادفی اورنشتاین  21رابطه  

بهدهدمی  دیگر،؛  برای    عبارت  تصادفی  براونی  مدلی  حرکت 
 باشد.  میدیگر  ی هالکولوها با منآها و برخورد مولکول 

  که است. با توجه به این  21در این مرحله، هدف حل رابطه  
هستند هم  از  مستقل  زیر  تصادفی  متغیرهای  این  ،دنباله    رو از 

 یعنی:  است،ها نیز توزیع نرمال ن آترکیب خطی 
 

(22)                d dV V Vt t t( ), (2 ), ... , ( ) 
 

به متغیرها  این  از  کدام  هر  احتمالی که  توزیع  دارای  ترتیب 
 : صورت زیر هستند به
 

(23)           dd
d t -d

t tt
t tN , N , N ,, ,...,2

0 0 1 0 1 0 1( ) ( ) ( )   
 

V بنابراین t(  : باشد زیر می لدارای توزیع نرمال به شک (
 

(24                    ) mean{ } vartV t N V ,t tV= 0( ) ( ( ) ( ) )  
 

پیدا کردن   ، در این مرحله هدف22رابطه  با توجه به    رواز این
Vمیانگین و واریانس t( این منظور  باشد.می  ( از طرفین    ،برای 

خواهیم در نتیجه    شود، کهگرفته میمقدار میانگین    21رابطه  
 :داشت

 

(23                                         )dV t   t tV− =+( ) ( )  

d d
d

d

t dt
t

t dt
t

γV t β tN ,
     γ V t   

γ V t β dt N ,

  

t
t

t

+

+

− +
= −

= − + 

2

2

0 1

0 1

( ) ( )
( )

( ) ( )

+dtجا در این t
t<N , >=0 1 0(  :در نهایت داریم روو از این (

 

(24                                        )
d

d

t
t

V
V

t
  γ= −

( )
( ) 

 

معادله این  حل  سادگی  دیفرانسیل  با  به  اول،  توان می  مرتبه 
 :نشان داد

 

(25                                              )γ tV t V e−= 0( ) ( )  
 

شکل   Vنمودار   2در  t( مقادیر ( پارامترها    برای  از  مشخص 
 رسم شده است. 

 
2. Ornstein-Uhlenbeck 



 108                                                                                                                            . . .   جریان الکتریکی وحل معادلات تصادفی مربوط به     

 Journal of Nuclear Science and Technology                                                                                                                  ایجله علوم و فنون هستهم 

  Vol. 96, No 3, 2021, P 104-112                                                                                                          112-104ص  ،1400 تابستان، 2، شماره 96 جلد

 
 . V(0)= 10و  γ= 1ازای بهmean (V( tنمودار )) .2شکل 

 
V رای پیدا کردن واریانسب t(  شود: میاستفاده تعریف زیر از  (
 

(26                         )d[ ] [ d ] [ ]t t t V tV V+= −
2 2 2( ) ( ) ( )  

 
 : خواهیم داشت 26رابطه در  21 رابطهگذاری ی با جا

 

[ ] [ ]

[ ]

t dt
t

t dt
t

t dt
t

d V V γdt β dtN

  V    V γdt

  V γdt β dtN

     β d [

t

t

t

]

t t

N V

t

t

,

 ,

,

+

+

+

= − +

− = − +

− +

−

2 2 2

2 2 2

2

2 22

1 0 1

1

2 1 0 1

0 1

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( )

       )27(

     
 : خواهیم داشتسازی ساده محاسبات انجام با

 
          d[ ] d d t dt

tt t t t NtV  V γ V β ,+= −+2 22 0 12 2( ) ( ) ( ) ( )  

(28)                                       d [ ]
t dt
tβ N ,t +

+
22 0 1( )  

این دارای در  که  جملاتی  از  dtو  2td  جا 

3

نظر  صرفهستند،   2
 . شده است 
 خواهیم داشت:  28گیری از رابطه با متوسط 

 

               d dV     V tt γt = −   +2 22( ) ( )          )29(

 d
d d

t t
tV N β t  βt t,+

+
2 22 0 1( ) ( )        

 
 ترکیب خطی از V(t) نظر گرفتن اینکه با در

 
dd

d d

t tt
t t tN N N, ,, ,... ,, −0 0 1 0 1 0 12( ) ( ) ( )                         )30( 

   
 توان نوشت: می است،

 
d dt t t t

t tV N     Nt tV, ,+ += =00 1 0 1( ) ( ) ( ) ( )           )31(

            

 : شود تبدیل میصورت زیر به 29رابطه  بنابراین

 

(32                )d d dV     V γ t  β tt t= −   +2 2 22( ) ( ) 

 

 و یا
 

  
d

d

V
    V  βt

t

t
= −  

2

2 22
( )

( )                             )33( 

 
در اولیه  با  شرط  گرفتن  زیر  به  33رابطه  جواب    ،نظر  صورت 

 آید: دست می هب

 

(34                   )γt γtβ
V   V   et e

γ

 
 =
 
 

−
2

2 20 1-2 -2( ) ( ) ( )
2

 

 
 توان نوشت: واریانس می با توجه به معادله 

 

(35 ) var
γtβ

V V V et t  
γ

t
 
 = − =
 
 

−
2

22

2
1 -2( ) ( ) ( ) ( )     

 
منحنی    3در شکل   var tV( رسم شده   γ=1و    β=1به ازای   (

 است. 

 جواب معادله   ،22رابطه  در    35و    25های  رابطهگذاری  با جای 

 ید: آدست می ه ب لانگوین

 

(36             )t t t
V t N V e , e

− − 
= −



2
2

0 1
2

( ) (0,1)( (0) ( )( )


 

 
شکل   Vمنحنی  4در  t( است.   ( شده  رسم  خاص  حالتی  برای 

اورنشتاین  حالت  این فرایند  نمایش می   -یک  را  و اولنبک  دهد 
 : باشدصورت زیر می تابع چگالی مربوطه به

 

 (37                      )

exp

γt

γt

γt
v v e

β
e

γ
p t

β
π e

v

γ

−

−

−

 
 
 − −
 
  
  −  

   
=

 
  −
 
 

2

2
2

2
2

0

2 1
2

2 1
2

( )

( )

( , )

( )

 

 
V  جادر این v00( )  . باشد سرعت ذرات براونی میv0و=

10 
 

9 
 

8 
 

7 
 

6 
 

5 
 

4 
 

3 
 

2 
 

1 
 

0 0 5/0 5/1 5/2 1 2 
t 

M
ea

n
)V

)t
(( 
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ازای  به  var(V(tمنحنی ))  .3شکل  = و   1 = 1. 

 
Vمنحنی  . 4شکل  t( به ازای   ( = 1 ، = Vو   1 0( ) = 10 . 

 

 مدار الکتریکی با نوفه سفید .4

نوفه سفید با حضور  الکتریکی در یک رسانا    در این  رسانندگی 

بخش مورد مطالعه قرار گرفته است. فرض کنید معادله حرکت 

ها در داخل رسانا با وجود میدان الکتریکی به شکل زیر الکترون

 : [2]باشد  
 

(38                                   )d

d

V mV
m eE

t τ

t t
= − −

( ) ( ) 

 

Vدر این رابطه   t( الکتریکی،  Eها،  سرعت الکترون (  m  میدان 

میانگین فاصله زمانی بین دو   τ  بار الکترون و  e  جرم الکترون،

فرم    برخورد نوفه   38رابطه    تصادفیاست.  اختلال  وجود  با 

 :شود نوشته میصورت زیر به  سفید 
 

(39 )              
d

d d d t dt
t

V t t V

eE
 V t t β tN

τ

t

m
t ,+

+ − =

− − + 21
0 1

( ) ( )

( ) ( )
 

 

dکه این     به  توجهبا  dV V Vt t t( ), (2 ), ... , ( متغیرهای از    ای دنباله(

توزیع با  خطی  است،  نرمال    تصادفی  توزیع  نآ ترکیب  نیز  ها 

 نرمال خواهد بود. 

(40                          )dd
d d

t tt
t t tN , N , N ,, −0 0 1 0 1 0 12( ) ( ), ... , ( ) 

 

دارای  توزیع نرمال به    39و جواب رابطه  سرعت ذرات    بنابراین

 :بودفرم زیر خواهد 
 

(41)           d vartV N Vt Vt t0
2( ) = ( ( ) ), (( )) 

 

خواهیم    39رابطه  گیری از  با متوسط،  روش بالا   رو مشابهاز این

 داشت:
 

(42)                 dV t tt V+ =( ) - ( )  

d d d
t dt
t

eE
V t t t <Nt ,

m

+
− − + 


2 0 1
1

( ) ( )  

 

 : خواهیم داشتسازی و سادهبا صفر شدن جملات 
 

(43                           )d dtt tV t V V t


+ =
1

( ) - ( ) ( ) 

 

   :نهایت داریمدرو 

(44     )                                         =

t

V V et

-

( ) ( )0  
 

  رواز این شود؛برای پیدا کردن واریانس از روش بالا استفاده می

 داریم: 

 

(45 )   
d

=
d

tt
t

V
V V

t m

eE
e

−

+


2

2

2 0
1 2

2- -
( )

( ) ( ) 

 

معادله این  حل  y =V  کنیدفرض    ،برای  t 2( در   ؛باشد (

 :صورت داریمنیا

(46                              )
t

τ
eE

y y β   V e
τ m

−

 + = −2 0
2 2

( ) 

 

 ساز خواهیم داشت: در عامل انتگرال 46رابطه با ضرب طرفین 

 

( )d d d d

t t t t t

τ τ τ τ τ
eE

e y e y t β e t   V e    e t
τ m

−

+ = −

2 2 2 2

2 0
2 2

  

(47) 
 

 یعنی:  است، یک دیفرانسیل کامل  این رابطه چپ سمت

5/0 

45/0 

4/0 

35/0 

25/0 

15/0 

05/0 

3/0 

5/0 

2/0 

1/0 

0 
5/1 5/2 1 2 0 

t 

V
a

r 
)V

 )t
(( 

12 
 
10 
 
8 

 
6 

 
4 

 
2 

 
0 

(t)
V 

0 1 2 3 
 زمان
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d d d

t t t

τ τ τ
eE

e y β e t   V e t 
m

 
  = −
 
 
 

2 2

2 0
2

( )                    )48( 

 

زیر   رابطه  ،نظر گرفتن شرط اولیه  محاسبه و در  تعدادی   انجام  با
 : یدآدست می هب

(49             )

t t

τ τ

t t

τ τ

τβ
V e V  e

eEV τ
       e e

t

m

− −

− −

 
  = − + +
 
 
 

 
 −
 
 
 

2 2
2

2 2

2

0

0

1
2

2

( ) ( )

( )

 

 خواهیم داشت:  35توجه به رابطه  با 
 
  

var

t t t

τ τ τ
τβ eEV

t
τ

V e   e e
m

− − −   
   = − + −
   
   
   

2 2
2 2 0
1

2
( )

( ( ))  

(50 ) 
 

 در حالت تعادلکه با توجه به این β برای پیدا کردن
 

(51                                       )
varm  V mτβ

=
2

2 4
( ( ))

 

 
 :داریم ،همپاری انرژی چنین با یادآوری قضیه است و هم 

 

  varm  V kT
=

2 2

( ( ))                                           )52( 

 
باشد. با توجه به  دما می   Tثابت بولتزمن و    k  رابطه،  که در این

 : خواهیم داشت  52و  51 روابط
 

(53                                                     )mτβ kT
=

2

4 2
  

 

 : استصورت زیر بهو تعادل در حالت پایا  τ که جانآاز 
 

(54  )                                                         σm
τ

ne
=

2
 

 

 خواهیم داشت:   54و  53 روابطنظر گرفتن   با در
 

 (55)                                                 kTne
β

σm
=

2

2

2 

الکترون  nکه در آن   به    نهایت  باشد. درها در رسانا می چگالی 
 خواهیم رسید:   39جواب رابطه 

 

t

τ

t

t t

τ τ

t

ττβ
 V e , e

V N ,

eEV τ
  e

t

e   
m

−

− −

−  
  

− +  
   

=  
  
  −
  
  
  

2

0
2

2

0

0

0 1

1
2

2

( )

( ) ( )

( )

         )56( 

 
 :  الکتریکی ی با توجه به قانون اهم در رسانا

 
J ne tV= − ( )                                                     )57( 

 
در   الکترون  n  آنکه  الکترون  e  ، هاچگالی  چگالی   Jو    هابار 

می  مشخص  را  واریانس  می  کنند،جریان  و  میانگین  برای   توان 
 نوشت:  چگالی جریان تصادفی 

 
(58  )      var varJ ne V ,      J ne t tV= − = −( ) ( ) ( ( )) 

 
 : داریم بنابراین

 

(59                                            )
t

τJ neV e ,

−

= − 0( )  
 

 : چنین و هم
 

var

t t t

τ τ τ
τβ eEV τ

J ne e   e e
m

− − −    
    = − − + −    

    
    

2 2
2 02
1

2
( )

( )

 (60 ) 

 
 باشد:صورت زیر میبه  نیز میانگین هدایت الکتریکی

 

t

τJ neV e
σ

E E

−

= =
0( )                                     )61(

  
  داریم: واریانس هدایت الکتریکی برای  و

 

(62                                         )var
var

E

J
V = =

( )
( )  
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t t t

τ τ τ
τβ eEV τ

ne e   e e
m

E

− − −    
    − + −    

    
    

2 2
2 02
1

2
( )

  

 
این جریان  در  در  تصادفی  جمله  یک  اثر  بجا  دست  ه الکتریکی 

 شود. آمد که در حالت تعادل به نتایج بدون اختلال منجر می
 

 ذرات واپاشیده در عناصر رادیواکتیو. 5
به رادیواکتیو  مواد  هسته  برای  واپاشی  زیر  معادله  است صورت 

[8 :] 
 

(63       )                                              
d

d

M
λM

t
= − 

 

 ثابت واپاشی است های ناواپاشیده وتعداد هسته Mکه در آن 

 شود: صورت زیر تعریف میکه به
 

/

ln
λ

T
=

1 2

2                                                           )64(  

 

T1/که   نوفه سفید اگر جمله تصادفیشود. عمر نامیده می نیمه 2
 :شود، خواهیم داشتاضافه  25به رابطه 

 

(65                      )d d t dt
tM λM t β dtN ,+= − + 2 0 1( ) 

 
 های تصادفی زیر:متغیر  با توجه مستقل بودن

 

M dt ,M dt , .,M t2( ) ( ) ( )                                    )66( 
 

ه اینبا  چنین  مو  به  توزیع توجه  دارای  متغیرها  این   که 
 هستند: های زیر نرمال 

 

(67                          )d d
d d

t t t
t t tN , , N , , .,N ,−
2

0 0 1 0 1 0 1( ) ( ) ( ) 
 

دارای توزیع نرمال خواهد بود؛  ها نیز  بنابراین ترکیب خطی آن
 به عبارت دیگر: 

 

(68                            )vartM t N M , M,= 0 0 1( ) ( )( ( ))  
 

Mمیانگین و واریانس  ، 21رابطه  مقایسه با    در t(   صورت زیر به(

 خواهد بود:

(69               )t λt λtβ
M t N , M e , e

λ

− −= −
2

2
0

2
0 1 0 1( ) ( )( ( ) ( )) 

 

 شود:استفاده می  52از رابطه  βبرای محاسبه 
 

/β T kT

ln
=

2
1 2

2 2 2
                                                    )70( 

 

 که در نهایت خواهیم داشت: 

 

/

ln  kT
β

T
=

1 2

2
                                                  )71(

  
رابطه عبارت،  واریانس  این  با   بین  دما  نشان   و  را  پرتوزایی 

 دهد.می 

 

 گیری نتیجه. 6

این   درپژوهشدر  با  جمله  ،  گرفتن  نوع  نظر  از  نوفه    اختلالی 

جمله  تصادفی با اضافه کردن  یعنی    ،های معیندر مدل  یدسف

مدلبه   دیفرانسیل،  تعمیممعادلات  شده  های  پیشنهاد  یافته 

مدلبه  است. این  از  نمونه  دو  به  عنوان  سفید  نوفه  جریان ها، 

اضافه شده و روابط مربوطه حل    اکتیورادیوواپاشی  الکتریکی و  

ها  های فیزیکی این مدلشده است. علاوه بر این، رابطه کمیت

 ست. دست امده اه های تصادفی ببا اختلال

ارا  میهیروش  پژوهش  این  در  بهشده  راهتواند  حلی  عنوان 

مورد   فیزیکی  پدیدهای  سایر  در  اختلال  اثر  کردن  وارد  برای 

 استفاده قرار گیرد.
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