
 1401تابستان ، 2، شماره 100اي، جلد مجله علوم و فنون هسته
 

Journal of Nuclear Science and Technology 
Vol. 100, No. 3, 2022 

 
       Hg190با استفاده از پتانسیل مورس براي هسته  Z)5حل هامیلتونین بوهر در نقطه بحرانی (

  

  1، روح االله غلامی 2، هادي صبري1*مسعود صیدي
 ایران  - یلاما ،69315-516، صندوق پستی: یلام، دانشگاه افیزیک. گروه فیزیک، دانشکده 1

  ایران - تبریز ،51664، صندوق پستی: تبریز، دانشگاه فیزیک. دانشکده 2
 

*Email: m.sayedi@ilam.ac.ir 
 

 

 

 ي پژوهشیمقاله
 12/4/1400تاریخ پذیرش مقاله:    5/12/1399تاریخ دریافت مقاله: 

 

 چکیده
حل  Z)5( در نقطه بحرانی Hg190چنین سطوح انرژي هسته ماتلسون براي محاسبه ترازهاي انرژي و هم -در این مقاله، هامیلتونین مدل بوهر

گر هماهنگ حل گردید. از روش تکرار اي نیز با پتانسیل نوسانگردید. از پتانسیل مورس براي قسمت شعاعی استفاده شده و قسمت زاویه
هاي این مطالعه با نتایج حاصل از حل معادله بینیها در مقایسه با اطلاعات تجربی استفاده گردید. پیشمجانبی براي حل معادله و تعیین ثابت

مدل برهم O)6هاي حد دینامیکی (بینیچنین پیشبوهر در این نقطه بحرانی با استفاده از چاه پتانسیل نامتناهی براي بخش شعاعی و هم
ها با استفاده از پتانسیل مورس براي ترازهاي انرژي در باندهاي برانگیخته مشهود میبینیکنش بوزونی، مقایسه گردید. افزایش دقت پیش

 .باشدتر میبسیار بیش O)6هاي حاصل از این پتانسیل با نتایج مدل دینامیکی (بینیچنین تطابق بین پیشباشد. هم
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Abstract 
In this paper, the Hamiltonian of Bohr-Mottelson model was solved to determine the energy levels and 
also energy surfaces of 190Hg nucleus in the Z(5) critical point. The Morse and Harmonic oscillator 
potentials are used for radial and angular parts of Hamiltonian, respectively. The asymptotic iteration 
method is used to solve radial equation and the constants of model are extracted in comparison with 
experimental data. The results are compared with the predictions of previous studies which solved Bohr-
Hamiltonian in this critical point with using infinite well potential for radial part and also the predictions 
of O(6) dynamical limit of interacting boson model. Significant improvements are yield with using Morse 
potential in determination of energy levels of excited energy bands. Also, the results of this potential 
show more corresponding with the predictions of O(6) dynamical model. 
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 مقدمه. 1
توان منبع اساسی استخراج مختلف را میهاي انرژي هستهطیف 

اطلاعات پنهان آن دانست. اطلاعات تجربی غنی به دلیل 
چنین افزایش گیري از یک سو و همهاي اندازهپیشرفت روش

دقت محاسبات عددي از سوي دیگر، مطالعه ترازهاي انرژي 
هاي مختلف را تبدیل به موضوع مطالعات متعدد سالیان هسته

هاي مختلف در قالب حل تحلیلی و ست. مدلاخیر نموده ا
اي پیشنهاد شده است که هاي هستهجبري هامیلتونین سیستم
در توصیف کامل سطوح  1ماتلسون -موفقیت مدل تجمعی بوهر

هاي مختلف، این مدل را به عنوان پرکاربردترین انرژي هسته
 ].2-1مدل حل تحلیلی معرفی نموده است [

اي متناظر با ایجاد تغییرات هسته 2شکلی -پدیده گذار فازي
باشد که به طور معمول با هاي مختلف میدر ساختار هسته

شود. هاي در زنجیره ایزوتوپی مشاهده میتغییر تعداد نوکلئون
از وجود تقارن هایی، نشانه3زیستی شکلیاین پدیده در کنار هم

، همان 4اط بحرانیقباشد. نها میهاي مختلف در ساختار هسته
باشد. نقطه شکلی می -ناحیه گذار فازي نقطه میانی در هر

هاي کروي و ، معرف نقطه میانی گذار بین هستهE)5بحرانی (
، نقطه میانی گذار بین هستهX)5(تغییر شکل یافته محوري، 

، براي Z)5(ته غیرمحوري و نقطه هاي کروي و تغییر شکل یاف
 کشیدههاي تغییر شکل یافته توصیف گذار بین هسته

))3(SU(5 و تخت )SU در چارچوب شود. استفاده می 6)(3)
هاي مختلف براي حل معادله مدل تجمعی بوهر، پتانسیل

 اي (براي نقاط بحرانیشرودینگر در دو بخش شعاعی و زاویه
)5(X و )5(Z( توانایی هر 2-1[ مورد استفاده قرار گرفته است .[

هاي انتخابی، مبناي پتانسیل در بازتولید طیف انرژي هسته
 ].4-3[ باشدمیزان موفقیت هر انتخاب می

براي اولین بار توسط  Z)5( چارچوب مطالعاتی نقطه بحرانی
ها . آن]5[ پیشنهاد شد 2004در سال  7بوناتسوس و همکارانش

براي حل قسمت شعاعی معادله شرودینگر در مدل بوهر از 
روش تعیین پارامترهاي مدل، مستقل از پتانسیل چاه مربعی و 

هسته اقدام کردند. تطابق مناسبی بین نتایج حاصل از محاسبات 
ها با مقادیر تجربی براي ترازهاي انرژي باند پایه حاصل آن

گردید. افزایش سهم دوران و تولید باندهاي دورانی، دقت نتایج 

                                                           
1. Bohr- Mottelson Geometric Collective Model (BMM) 
2. Quantum – Phase Transition (QPT) 
3. Shape Coexistence 
4. Critical Point 
5. Prolate 
6. Oblate 
7. Bonatsos, et al 

 مورسهاي متفاوت از جمله دهد. انتخاب پتانسیلرا کاهش می
براي بخش شعاعی، ] و ... 13-8[، دیویدسون ]6-12[

پتانسیل  .باشدهاي نظري میبینیپیشنهادي براي بهبود پیش
مورس در سالیان اخیر براي حل بخش شعاعی معادله بوهر در 

مورد استفاده قرار گرفته و موفقیت آن در  X)5( نقطه بحرانی
تر از سایر هاي تغییر شکل یافته بیشبررسی طیف انرژي هسته

 . ]26-14[ باشدها میپتانسیل
اطلاعات تجربی در خصوص طیف انرژي  و احتمال گذارهاي 
چند قطبی الکترومغناطیسی، مبناي مناسبی براي ارزیابی تقارن

هاي نزدیک به لایه بسته ]. هسته27[ باشندهاي هر هسته می
به دلیل  Hgخصوص زنجیره ایزوتوپی ه و ب z=  82پروتونی 

فزونی نوترونی و رقابت دو نیروي جفت شدگی و اندرکنش چهار 
شکلی  -هاي گذار فازيهاي متعددي از پدیدهقطبی، نشانه

دهند بررسی سطوح زیستی شکلی را نشان میاي و همهسته
هاي جدایی، قرار انرژي، الگوي تکرار ترازها، تغییرات انرژي

ها بین حدود دینامیکی تغییر شکل یافته تخت هسته گرفتن این
]. از طرف دیگر، این ناحیه 31-28[ دهدو کشیده را نشان می

متناسب با  8کنش بوزونیگذار فازي شکلی در قالب مدل برهم
SU و SU)3(گذار بین دو حد دینامیکی  باشد که نقطه می (3)

هاي مثلث تعمیم یافته بینیمیانی این ناحیه متناظر با پیش
چنین بررسیهماست.  O)6دینامیکی (، متناظر با حد 9کستن

 هاي متعدد با در نظر گرفتن مشاهده پذیرهاي 
 هاي چون احتمال گذارهاي الکترومغناطیسی، انرژيمختلف هم

یید أ...، انطباق این زنجیره ایزوتوپی را با این حد را ت ی ویجدا
  ].20-14[ نمایدمی

 در قالب مدل Hg901در این مطالعه طیف انرژي هسته 
BMM ) 5و حد دینامیکی(Z  بررسی گردیده است. براي این

هدف براي اولین بار از پتانسیل مورس براي حل قسمت شعاعی 
هاي مدل بر اساس در خصوص هسته انتخابی استفاده شد. ثابت

رافسون محاسبه گردید. با مقایسه نتایج این  -روش تکرار نیوتون
مطالعه با مطالعات قبلی، کارایی پتانسیل انتخابی ارزیابی شد. 

و نظریه  10چنین با استفاده از روش حالت همدوسهم
در قالب حد  Hg190، سطوح انرژي هسته 11کاتاستروف

تعیین شده و میزان انطباق این دو مدل در  O)6دینامیکی (
 بازیابی سطوح انرژي ارزیابی گردید.

 

                                                           
8. Interacting Boson Model (IBM) 
9. Casten Extended Triangle 
10. Coherent State 
11. Catastrophe Theory 
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 . روش کار 2
 ماتلسون -مدل تجمعی بوهر 2.1

 γ(شعاعی) و  β ، دو پارامترماتلسون -بوهردر مدل هندسی 
گانه دوران اي) در کنار سه پارامتر متناظر با زاویاي سه(زاویه

ها ایجاد میبعدي براي مطالعه ساختار هسته 5اویلري، فضاي 
پارامتر  5ها با استفاده از این نماید. در این مدل شکل هسته

هایی شود. دو شکل کشیده و تخت متناسب با هستهتوصیف می
غم خروج از حالت کروي، تقارن محوري خود را رهستند که علی

هاي تغییر شکل یافته در ناحیه گذار فازي اند. هستهحفظ نموده
با استفاده از  Hgچون خانواده ایزوتوپی بین این دو حدود هم

براي  Z)5شوند. مدل (این مدل بررسی می Z)5حد تقارنی (
شکل یافته هاي تغییر و احتمال گذار هسته مطالعه طیف انرژي

در بخش شعاعی از چاه پتانسیل نامتناهی استفاده نمود. عدم 
تطابق قابل قبول نتایج این انتخاب با مقادیر تجربی متناظر در 

هاي ترازهاي انرژي باندهاي برانگیخته، ایده استفاده از پتانسیل
 دیگر را ایجاد نمود. 

 ]:5صورت زیر [ه در مدل بوهر، هامیلتونین ب
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هاي اندازه حرکت لفهؤم k( kQ=1 ,2 ,3ه (شود کتعریف می

γ باشد.پارامتر جرمی می Bاي و زاویه =  3و/π  متناسب با دو
شکل کشیده و تخت بوده و لذا نقطه بحرانی یا همان حد 

شود. با تعریف دو توصیف می γ = π/6 با مقدار Z)5دینامیکی (
BEε/ متغیر انرژي کاهش یافته = 22  و پتانسیل کاهش یافته

/u BV= 22 صورته ، و تابع موج سیستم ب:  
 

, ,( , , ) ( ) ( ) ( )L
L M iDα αβ γ θ ξ β η γ θΨ =  

 
اي امکان جداسازي هامیلتونین به دو بخش شعاعی و زاویه

 شود:میحاصل 
 

)2   (( ) , ,(L ) ( ) ( ) = ( ),L LL u α β αβ α β ξ β ε ξ β
β β β β

 ∂ ∂
− + + − + ∂ ∂ 

4 2
4 2

1 1 4 1 3
4

 

 و

)3(          sin ( ) ( ) ( ),
sin

u γγ γ η γ ε η γ
γ γβ γ

 ∂ ∂ − + =
∂ ∂  

2

1 3
3

 

مقدار متوسط تغییر β2اندازه حرکت مداري، Lدر این رابطه، 
معرف ویژه تابع راستاي شعاعی میξ(β)  شکل چهار قطبی و

 باشد. 
براي حل معادلات  1ما در این مقاله از روش تکرار مجانبی

] موجود 22-21[ایم. جزییات این روش در منابع استفاده نموده
روش  پردازیم.اي از آن میباشد و ما تنها به بیان خلاصهمی

ه تکرار مجانبی براي حل معادلات دیفرانسیل مرتبه دوم که ب
 :صورت

 

 ( ) ( )" ' ,                     y x y s x yλ= + (4)
 

 
 

باشند، پیشنهاد شده و توسعه یافته است. با شرط مشتقمی
) پذیري توابع )xλ



) و  )s x


 اگر به ازا مقادیر بزرگ و مثبت، 
k فرض، با: 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ,      k k k kx x s x x xλ λ λ λ− − −= + +1 1 1

 
)5(         ( ) ( ) ( ) ( )' ,   k= ,...k k ks x s x s x xλ− −= +1 1 1, 2, 3



 
 

 رابطه زیر برقرار باشد:
 

 ( )
( )

( )
( ) ( )k k

k k

s x s x
x

x x
α

λ λ
−

−
= =1

1
 

 
 عبارت است از: 3جواب عمومی معادله 

 

)6(       ( ) ( )( ) ( ) ( )( )x dx x x dx dx
y x e C C e

α λ α− +   
= + 

 
∫ ∫∫1 1 0 2 2 2 12

2 1 

 
هاي مختلف در معادله شعاعی با قرار دادن پتانسیل

شده و لذا ثابت 3هامیلتونین بوهر، شکل معادله مشابه رابطه 
)هاي )xλ



) و  )s x


شوند. سپس با استفاده از تعیین می 
)، توابع 5روابط بازگشتی  )k xλ و ( )ks x شود.تعیین می 

 :شرط اتمام فرایند تکرار عبارت است از
  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k kx x s x x s xλ λ− −∆ = − =1 1   
 

)پس ویژه مقادیر انرژي، )xαهاي حاصل از رابطه بالا ، از ریشه
توان گردد. از طرف دیگر ویژه تابع هر پتانسیل را میتعیین می

 حاصل نمود:شود صورت زیر تعریف میه از مولد توابع موج که ب
 

 ( )
( )
( )

n

n

s x
dx

x
ny x C e λ

−

=
∫ 1

1
1

2  

                                                           
1. Asymptotic Iteration Method (AIM) 
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باشد. حال همان عدد کوانتومی امتداد شعاعی می n که کمیت
اي معادله ، بخش زاویه3 ابتدا با اعمال مشتقات معادله

 ]:5[ صورته شرودینگر ب
 

)7(             cos[ ( ) ( )] ( ) ( ),
sin

u γ
γ γ η γ ε η γ

β γ γ γ
∂ ∂

− + + =
〈 〉 ∂ ∂

2

2 2
1 33

3 

 
شدن جمله دوم و  و صفرγ = π /6 شود. با جاگذاريحاصل می

 :گر هماهنگی به صورتالبته استفاده از پتانسیل نوسان
 

πγ γ= −
6

   و( ) ( )u c cπγ γ γ= − =2 21 1
2 6 2

 

 
 اي عبارت است از:شکل معادله بخش زاویه

 

)8(           [ ] ( ) ( ),c γβ γ η γ ε β η γ
γ
∂

− + 〈 〉 = 〈 〉
∂

2
2 2 2

2
1
2 

  



 

 
ه گر هماهنگ بوده و ویژه مقادیر انرژي را بنوسانکه معادله 

 ]:5[ نمایدصورت زیر حاصل می
 

)9(                ,      , , ,... c n nγ γ γε
β

 = + = 
 2

2 1 1 2
2

 

 

 اي هاي هرمیت)اي (چند جملهویژه تابع بخش زاویه
 

/( ) ( ) , ( )b
n n n

cN H b e b
γ γ γ

γ βη γ γ − 〈 〉
= =

2 2
12

2 4

2  



   
 

 :نرمالیزاسیون آن نیز عبارتند ازو ثابت 
 

!n n

bN
nγγ
γπ

=
2 





 

 از طرفی براي بخش شعاعی،
 

)10(                  ( )[ ( )] ( ) ( ),uτ τ
β β ξ β ε ξ β

β β β β
∂ ∂ +

− + + =
∂ ∂

4
4 2

1 3 
 

)با معرفی  ) ( )ξ β β χ β−= )و تغییر متغیر  2 )τ τ ν+ + =3 2 ،
 :شکل جدید معادله

 

)11(                               ( ) ( ) ( )" ,uν
χ β ε β χ β

β
 

+ − − = 
 

2 
 

 

پتانسیل از شود. ما در این مطالعه براي اولین بار حاصل می
 ]:7-6[ مورس

     w wa au e e2 2          

ضریب کنیم. استفاده می Z)5( براي بررسی نقطه بحرانی
نرمالیزاسیون پتانسیل مورس، واحد فرض شده است. براي حل 

که  1معادله شعاعی حاوي پتانسیل مورس، از روش پکریس
موجود است  ]24-23[طور کامل در منابع ه جزییات آن ب

wاستفاده نمودیم. در این روش ابتدا با تغییر متغیر

w

x β β
β
−

=، 

waα β=  و'
w
2ε β ε=  وابستگی متغیرها را تغییر داده و سپس

 یا جاگذاري پتانسیل مورس، شکل معادله شعاعی عبارت است
]6 :[ 

)12(            ( ) ( ) ( )" ' x x
w wx e e x

x
α αν

χ ε β β χ− −
 
 + − − − =

+  

2 2 2
2

2
1

 

 

پکریس، کمیتبا استفاده از روش 
( )x
ν
+ 21

صورت تابعه را ب

( )Lu x حول نقطه ˳  =x :بسط داده 
 

 ( ) ( ). . .Lu x x x xν= − + − +2 31 2 3 4  
 

 :صورته در نمایش نمایی، این تابع ب
 

 ( ) ( ). . .x x
Lu x c c e c eα αν − −= + + +2

1 2

  
 

 :هاي موجود در معادله عبارتند ازشود که ثابتحاصل می
 

  ,         ,            c c c
α α αα α α

= − + = − = − +1 22 2 2
3 3 4 6 1 31



 

 
 ]:6[ رسیم کهحال با جاگذاري در معادله شعاعی، به این نتیجه می

 

( ) ( )" '[ x xx c c e c eα αχ ε ν − −+ − + + 2
1 2

 
)13(                            ( )] x x

w we e xα αβ β χ− −− + =2 2 22   
  

 :صورته در گام نهایی با معرفی تغییر متغیرها ب
 

 ' ,            ,        w wc K c cε ν β ν γ β ν γ− = − − = + =2 2 2 2 2
1 1 2 22



 
 

 ل:و حل معادله دیفرانسیل حاص
 

 ( ) ( )" =x xx K e e xα αχ γ γ χ− − + − + − 
2 2 2

1 2   
 

                                                           
1. Pekeris 



 
     ، روح االله غلامی مسعود صیدي، هادي صبري                                                                                                                                                65

 

 Journal of Nuclear Science and Technology                                                                                                                 ايجله علوم و فنون هستهم
 Vol. 100, No 3, 2022, P 61-70                                                                                                             70-61، ص 1401 تابستان، 2، شماره 100 جلد

،  ]6[ منبع Eو  C هايه شده در پیوستیبا استفاده از روش ارا
صورت ه نتیجه نهایی براي رابطه ویژه مقداري بخش شعاعی ب

 ]:6[ شودزیر حاصل می
 

)14(                 , -  n
w w w

c nτ
γν αε

β β γ β
  = − +  

  

22
1

2

1
2 2

 

 
اي انتخابی از ترکیب دو معادله هانرژي ترازهاي مختلف هسته

شود. ویژه تابع بخش شعاعی نیز با تعریف حاصل می 14و  12
xyمتغیر e α−= 6[ صورته ب:[ 

 

 ( ) ( ),

K

ny y e f y
γ

α α
τ τχ

−
=

2

 
 

)که ),nf yτ دو ثابت باشند.هاي لاگر وابسته میايها چند جمله
wβ  وa  براي بخش شعاعی وc اي نیز با براي بخش زاویه

شوند تا میزان عدم قطعیت هاي متعدد چنان تنظیم میانتخاب
 :هاي مدل در مقایسه با نتایج تجربیینیبپیش

 

)15                           (
/

exp (i) (i)cal
i

E E
N

σ  = − 
 

∑
1 2

21 

 
ه یارابه حداقل برسد. توضیحات تکمیلی در ادامه و بخش نتایج 

 خواهد شد.
 
 O)6حد دینامیکی ( 2.2

 1توسط یاکلو و آریما 1971کنش بوزونی در سال مدل برهم
زوج معرفی  -هاي زوجهاي مختلف هستهبراي توصیف ویژگی

ها و مجموعه عملگرهاي گردید. این مدل بر پایه نظریه گروه
ترین شکل تمایزي بین پروتون و جبري تعریف شده و در ساده

. با تعریف بوزون به صورت نصف ]20-14[ شودل نمییقا نوترون
براي انتقال  d و sهاي بیرون لایه بسته، دو بوزون تعداد نوکلئون

انتخاب و جبر این مدل منطبق بر  2و   ی به بزرگییهاتکانه
شود. این مدل داراي سه حد حاصل می U)6تقارنی ( گروه

SU( SU)3و 6(O )، (U)5دینامیکی ( باشد که به ) می(3)
تغییر شکل یافته  هاي کروي،ترتیب براي توصیف هسته

استفاده ) و تغییر شکل یافته محوري 2پادمتقارن (مستقل از گاما
شود. حدود دینامیکی و نقاط بحرانی نواحی گذار بین این می

 نمایش داده شده است. 1حدود در شکل 

                                                           
1. Iachello and Arima 
2. γ-Unstable 

 
 .]18[ کنش بوزونیحدود دینامیکی و نواحی گذار مدل برهم. 1 شکل

 
SUو  SU)3نقطه بحرانی بین دو حد دینامیکی ( (3)

کنش بوزنی میدر مدل برهمO )6متناظر با حد دینامیکی (
باشد. از طرفی این موقعیت در قالب مدل تجمعی بوهر در 

بینیشود. تطابق پیشبررسی میZ )5چارچوب نقطه بحرانی (
، با استفاده از بررسی مشاهدهZ)5و (O )6اي دو مدل، ( هاي

ما نیز در این پذیرهاي مختلف مورد مطالعه قرار گرفته است. 
مطالعه، مقایسه خود را بر اساس طیف و سطوح انرژي هسته 

کنش بوزونی و حدود بریم. جزییات مدل برهمانتخابی پیش می
جا به بیان نتایج میما در این ه شده است ویتقارنی در مراجع ارا

 پردازیم.
 

 ]:14[ عبارت است از O)6( هامیلتونین حد دینامیکی
 

)16(      ( )( ) ( )( ) ( )( )ˆ ˆ ˆH E AC SO BC SO CC SO= + + +2 2 26 5 3


 
 

با اعمال این هامیلتونین بر ویژه حالات این سیستم که بر 
ه ب 7رابطه  3اساس اعداد کوانتومی متناظر با عملگرهاي کازیمیر

,صورت  , , ,N Lσ τ ν∆این شود، رابطه ویژه مقداري تعریف می
 حد عبارت است از:

 

)17(         ( ) ( ) ( )E E A B CL Lσ σ τ τ= + + + + + +4 3 1


 
 

هاي هسته انتخابی معرف تعداد کل بوزن N در این روابط،
ترتیب ه ب Lو  σ ،τهاي بیرون لایه بسته)،(نصف نوکلئون

  و 5(SO( ،O)6( تقارنیهاي اعداد کوانتومی متناظر با گروه

                                                           
3. Casimir 
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)3(SO صورت زیر به هم ه این حد دینامیکی هستند که ب
 ]:14[ شوندمرتبط می

 

 
, ,...,   

, ,...,
     ,     , ,... 

N N orσ
τ σ σ
τ ν λ ν∆ ∆

= −
= −
= + =

2 1
1

3 1







 

)18 (                               , ,..., ,L λ λ λ λ= − +2 2 2 1 
 

ν∆ کوانتومی اضافی براي حذف تبه گنی ناشی از عدم هم عدد
به گروه  SO)5در حرکت از گروه ( 1پذیريکامل بودت تقلیل

)3( SOباشد. با جاگذاري اعداد کوانتومی مربوط به ترازهاي می
، A هايمختلف هسته انتخابی و مقایسه با اطلاعات تجربی، ثابت

B  وC شوند. کمیتتعیین میE


نیز پارامتر شیفت سر  
بینیباشد که براي ایجاد انطباق بین پیشانرژي می 2باندهاي

گیرد. براي هاي تئوري و اطلاعات تجربی مورد استفاده قرار می
 ، با تعداد کل بوزون Hg 190هسته انتخابی ما،

9=N داده نمایش  1، اعداد کوانتومی چند تراز اول در جدول
 شده است.

ر گام آخر و توصیف نحوه محاسبه سطوح انرژي این د
توان با حد کلاسیکی معادل با این هامیلتونین را میهامیلتونین، 

 :]18[ انتظاري آن نسبت به حالت همدوس گرفتن مقدار درنظر
 
)19(                         † †, ( )N

m m m
m

N s dα α= +∑  

 
 حالت خلأ دست آورد که در آن،ه ب

  d†و s†بوزونی، 3
 mα چنین، پارامترعملگرهاي بوزونی مدل انتخابی هستند. هم

توان به پارامترهاي تغییرشکل جمعی به صورت را می
cosα β γ=



،α± =1  و sin /α β γ= 2


نسبت داد.  
بنابراین سطوح انرژي پتانسیل، از مقدار انتظاري هامیلتونین 

 ]:26-25[ شود، حاصل می19نسبت به حالت همدوس  7رابطه 
 

)20(                                    
, ,

 
, ,

m m

m m

N H N
E

N N

α α

α α
= 

 
 
 

                                                           
1. Reducible 
2. Head-Bands 
3. Vacuum State 

 در بازه انرژي .Hg190 اعداد کوانتومی ترازهاي انرژي مختلف هسته. 1 جدول
MeV 2 ≤ Eترتیب ه هاي پروتونی و نوترونی ب. تعداد بوزونpN  و 1=

nN  باشدمی1=
 σ τ Δν λ تراز
+
1 1 ˚ ˚ ˚ 
+
12 1 1 ˚ 1 
+
2 3 ˚ ˚ ˚ 
+
22 3 1 ˚ 1 
+
32 3 2 ˚ 2 
+
14 3 2 ˚ 2 
+
3 3 3 1 ˚ 
+
24 3 3 ˚ 3 

 
براي محاسبه سطوح انرژي، ابتدا مقدار انتظاري عملگرهاي 

 نماییم:صورت زیر محاسبه میه کازیمیر هامیلتونین انتخابی را ب
 

)21(             ( )ˆ ( AAC O N N β
β

 −
< >= −  + 

22

2 2
1(6)) 1

4 1
 

)22(                              ˆ ( ( )) BNBC SO β
β

< >=
+

2

2 25 2
1

 

)23(                              ˆ ( ( )) CNCC SO β
β

< >=
+

2

2 2
33
5 1

 

 

 صورت:ه طوح انرژي حاصل از این حد دینامیکی بس
 

( ) ( ), , AE N N N ββ γ
β

 −
= −  + 

22

2
11

4 1
 

)24(                                          ( )+ NB C β
β

+
+

2

22 6
1

 
 

 O)6( دلیل استقلال حد دینامیکیه شود. از طرفی، بحاصل می
شود. نکته ، این کمیت در رابطه دیده نمیγ اياز متغیر زاویه

و لذا عدم وابستگی  Z)5(مهم مقدار ثابت همین کمیت در مدل 
باشد. البته براي بررسی سطوح انرژي میرات آن در ییبه تغ

هاي مختلف، بعدي سطوح انرژي و مقایسه نتایج مدلنمایش سه
 صورته ب SU)3و ( O)6(هاي دو حد ما از ترکیب هامیلتونین
( ) ( )ˆ ˆˆ ( ) ( )H C SO C Oη δ= +2 23 سود جسته و وابستگی  6

 ]:14[ صورت زیر در سطوح انرژي وارد نمودیمه اي را بهزاوی
 

( ) ( ), , AE N N N ββ γ
β

 −
= −  + 

22

2
11

4 1
 

)25(             ( )
( )

cos
+  N N

β β γ
κ

β

− +
−

+

4 3

22

3 2 3 1
44 1

1
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موجود بوده و ] 18-14[جزییات کامل از این روش در منابع 
 پردازیم.کلی در این مقاله می ما تنها به بیان نکات

 
 . نتایج3
 طیف انرژي 3.1

 ی مدل نقطه بحرانییهدف ما این در این مقاله بررسی توانا
)5(Z چنین در قالب مدل تجمعی بوهر براي بررسی طیف و هم

هاي متفاوت با استفاده از پتانسیل Hg190 هسته سطوح انرژي
 انطباق دو مدلچنین میزان باشد. همبراي بخش شعاعی می

)5(Z ) 6و(O  .در بازیابی اطلاعات این هسته بررسی شده است
// با نسبت انرژي Hg190 هسته

R + + =
1 14 2 2 ، کاندیداي قرار 50

هاي تغییر شکل نقطه میانی ناحیه گذار بین هسته گرفتن در
باشد که در دو مدل تجمعی بوهر و یافته کشیده و تخت می

و  Z)5( هايترتیب در چارچوب مدله بوزونی، بکنش برهم
)6(O هاي مربوط به شود. در ابتدا و براي تعیین ثابتبررسی می

] استفاده می6[ از روش معرفی شده در منبع 14و  12 روابط
نماییم. در این روش با توجه به نسبت انرژي 

/
R + +

1 14 2
مقادیر ، 

پیشنهاد شده و با محاسبه طیف  aو wβهايمتفاوت براي ثابت
به عنوان σانرژي و مقایسه آن با اطلاعات تجربی، مقدار کمیت

شود. ما نیز از اعداد معرفی شده کیفیت فرایند برازش معرفی می
هایی که نسبت انرژي مشابه ] براي هسته6[ منبع 1 در جدول

...) استفاده نمودیم.  و Xe122،Pt 190 دارند (مثل Hg190 با هسته
از تعداد کل ذرات،  Z)5دلیل استقلال محاسبات مدل (ه ب

هایی با تعداد پروتون (یا نوترون) هاي هستهاستفاده از ثابت
ندارد. با جاگذاري در معادلات و سپس ثیري در نتایج أمتفاوت ت

نیز تعیین گردید. با محاسبه  c برازش به اطلاعات تجربی، ثابت
، میزان خطاي محاسبات به 7انرژي ترازها و جاگذاري در معادله 

 فهرست شده است. 2 ها در جدولازا هر مجموعه از ثابت
 

با استفاده از پتانسیل مورس براي  Z)5هاي موجود در مدل (ثابت .2 جدول
 ] استخراج شده است27. اطلاعات تجربی از منبع [Hg190هسته 

wβ a c σ 
03/5 66/0 84/7 62 

  08/5   35/0 64/7 66 

45/5 75/0 19/7 71 

58/5 77/0 03/7 91 

  40/5 19/0 75/6 82 

  12/5 24/0 27/7 69 

 

هاي موردنظر براي محاسبه ترازهاي طابق با این نتایج، ثابتم
 ، wβ= 03/5ترتیب ه در قالب مدل بHg190انرژي هسته 

66/0 = a  84/7و  =c ترین مقدار خطا را ایجاد باشد که کممی
هاي متفاوت از نتایج بینی پتانسیلنمایند. براي مقایسه پیشمی

] که توسط بوناتسوس و همکارانش انجام شده است، 5[ منبع
(تا  ها از یک روش برازش مستقل از پارامترایم. آنسود جسته

اند. براي تعیین طیف انرژي استفاده نموده 1حد پارامتر مقیاس)
از صورت ثابت و مستقل ه در این روش، انرژي ترازهاي مختلف ب

هسته خاص و تنها وابسته به اعداد کوانتومب معین هر تراز 
+شود. انرژي اولین تراز برانگبخته،تعیین می

هسته در  ، در هر12
فرض شده و  1مقایسه با اطلاعات تجربی، عدد بهنجارش شده 

ایش شود. افزصورت نسبتی تعیین میه انرژي سایر ترازها ب
شود که البته در بینی میات در این مدل پیشخطاي محاسب

چنین، براي مقایسه نتایج گیرد. همادامه مورد بررسی قرار می
با نتایج این دو پتانسیل متفاوت و بررسی  O)6مدل دینامیکی (

 ها در هسته انتخابی، با استفاده از میزان انطباق با آن
 هاي رابطه انرژي ، ثابت1 و اطلاعات جدول 17رابطه 

 ، MeV 24/1 =Aصورت ه ب Hg190 این مدل در هسته
MeV 85/0=B، MeV 38/4 =C  وMeV 47/0 =˳E  حاصل

 3افزار متلبدر نرم 2گردید که از روش برازش حداقل مربعات
و هم Z)5استفاده نمودیم. نتایج دو پتانسیل متفاوت مدل (

 فهرست شده است. 3در جدول  O)6چنین مدل (
مختلف در بازیابی ترازهاي انرژي  هايلنتایج حاصل از مد
 بندي نمود:صورت زیر دستهه توان بباندهاي مختلف را می

حاصل، نتایج حاصل از استفاده پتانسیل  σ. مطابق با مقادیر 1
در حالت کلی نتایج دقیق Z)5مورس در محاسبات مدل (

شرودینگر تري را نسبت به دو مدل دیگر، نتایج حل معادله 
هاي حد دینامیکی بینی] و پیش25با پتانسیل نامتناهی [

)6(Oتوان از این نتیجه براي بررسی نماید. می، حاصل می
هاي واقع در ناحیه گذار سایر مشاهده پذیرهاي هسته

چنین این نتیجه انتخاب پتانسیل مورس استفاده نمود. هم
حل قسمت شعاعی معادله شرودینگر در نقطه بحرانی براي 

)5(Z دهد.را پیشنهاد می 
. با افزایش مقدار اسپین تراز انتخابی در باند پایه، دقت نتایج 2

تر میحاوي پتانسیل نامتناهی بیش Z)5حاصل از مدل (
تر جمله شعاعی توان این نتیجه را به سهم بیششود. می

 شود.ل نامتناهی غالب مینسبت داد که در چاه پتانسی
تر از . در باندهاي انرژي برانگیخته، ترازهایی با برچسب بزرگ3

تر نتایج حاصل از پتانسیل مورس مشهود یک، دقت بیش
                                                           
1. Parameter Free (up to Scale Factor) 
2. Least Square Fit 
3. Matlab Software 



 68                                                                                                                 . . .      با استفاده از Z)5حل هامیلتونین بوهر در نقطه بحرانی (
                                                           

 Journal of Nuclear Science and Technology                                                                                                                 ايجله علوم و فنون هستهم
 Vol. 100, No 3, 2022, P 61-70                                                                                                             70-61، ص 1401 تابستان، 2، شماره 100 جلد

توان بر اساس ناتوانی پتانسیل چاه است. این دقت را می
نامتناهی براي تمایز بین باندهاي مختلف انرژي نسبت داد 

سیل مورس و اعداد کوانتومی موجود که این مشکل در پتان
 در آن حل شده است.

. در باندهاي انرژي برانگیخته، دقت نتایج مدل دینامیکی 4
)6(O ) 5در مقایسه با مدل(Z  کاهش قابل توجهی نشان

توان به مشاهده ترزاهاي باندهاي دهد. این نتیجه را میمی
پدیده  اي ازبرانگیخته در بین ترازهاي باند پایه که نشانه

هاي جبري، باشد، نسبت داد. در مدلمی 1هاترکیب تقارن
براي مطالعه چنین شرایطی باید از ترکیب چند حد 

هاي مبتنی بر یک حد دینامیکی استفاده نمود و هامیلتونین
 نمایند.دینامیکی در چنین شرایطی موفق عمل نمی

باند خصوص در ه . با مطالعه نسبت انرژي ترازهاي مختلف، ب5
با پتانسیل مورس و  Z)5هاي مدل (بینیپایه، انطباق پیش

 شود.مشاهده می O)6حد دینامیکی (
 

) و چاه Morseبا دو پتانسیل مورس ( Z)5مقایسه نتایج مدل ( .3 جدول
. Hg190براي ترازهاي انرژي هسته  O)6) و مدل دینامیکی (.infنامتناهی (

] 25، از منبع [.Exp اطلاعات تجربی،باشد. می MeVتمام اعداد برحسب 
 استخراج شده است.

 
                                                           
1. Mixed of Symmetries 

 سطوح انرژي 3.2

روشی هندسی براي بررسی شکل هسته 2سطوح انرژي پتانسیل
هاي مختلف معیاري براي باشند. وجود شکلهاي مختلف می

اساس نتایج باشد. بر هاي مورد مطالعه میارزیابی موقعیت هسته
هاي کروي، متناسب با حد مطالعات مختلف، سطوح انرژي هسته

کنش بوزونی، داراي یک کمینه مدل برهم U)5دینامیکی (
هاي تغییر شکل باشد. این در حالی است که هستهمطلق می

مدل برهم O)6یافته پادمتقارن، متناسب با حد دینامیکی (
 . ]26-25[ کنش بوزونی، داراي دو کمینه هستند
هاي شعاعی حاصل از حل ما با استفاده از ویژه توابع بخش

با استفاده از دو  Z)5تحلیلی معادله بوهر در نقطه بحرانی (
پتانسیل چاه نامتنهاي و مورس، سطوح انرژي پتانسیل هسته 

اي در دار ثابت متغیر زاویهقانتخابی را رسم نمودیم. با توجه به م
بعدي، از جاي استفاده از سطوح سهه ، بγ = π/6محاسبات ما، 

 βنمودارهاي معرف تغییرات انرژي برحسب متغیر شعاعی 
بینی سطوح انرژي  چنین در خصوص پیشماستفاده نمودیم. ه

، با 25، به جاي استفاده از معادله O)6بر اساس حد دینامیکی (
استفاده نمودیم. در  24بررسی وابستگی زاویه اي، از رابطه 

داراي پتانسیل چاه نامتناهی نیز از نتایج  Z)5خصوص مدل (
، استفاده نموده و در نهایت سطوح انرژي 11طه ، راب]5[منبع 

 2حاصل گردید که در شکل  Hg190پتانسیل براي هسته 
 نمایش داده شده است.

ها در وجود دو کمینه در هر سه شکل، معرف موفقیت مدل
باشد. فضاي بین دو توصیف سطوح پتانسیل هسته انتخابی می

از چاه  تري را براي سطوح انرژي ناشیکمینه قله مرتفع
توان بر اساس پیشدهد. این نتیجه را مینامتناهی نشان می

تر چاه پتانسیل نامتناهی براي ترازهاي انرزي هاي بزرگبینی
. بررسی انطباق نتایج ]31-28[ باندهاي برانگیخته توجیه نمود

چنین احتمال گذار براي ترازها و سطوح انرژي و هماین مطالعه 
چهار قطبی الکتریکی با اطلاعات تجربی متناظر، پیشنهاد هسته 

Hg190 ) 5براي قرار گرفتن در نقطه بحرانی(Z  و لذا ناحیه گذار
 دهد. فازي شکلی بین حدود تخت و کشیده را نشان می

 
 

                                                           
2. Potential Energy Surfaces (PES) 
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 با استفاده از سه مدل انتخابی.Hg190سطوح انرژي پتانسیل هسته . 2شکل 
 

 احتمال گذارهاي چهار قطبی الکتریکی  3.3
احتمال گذارهاي چند قطبی الکترومغناطیسی بین ترازهاي 

هایی وابسته به ي به عنوان کمیتاهاي هستهمختلف سیستم
شوند. مطالعه این ساختار تابع موج و عملگر گذار شناخته می

هاي هستهکمیات، اطلاعات اساسی در خصوص ساختار سیستم
هاي با تقارن Hg190 کند. براي بررسی انطباق هستهاي تولید می

قطبی الکتریکی  ، احتمال گذارهاي چهارZ)5نقطه بحرانی (
شناخته شده این هسته در قالب مدل مطالعه گردید. عملگر 

، در این مدل عبارت است از 2E گذار چهار قطبی الکتریکی،
]5:[ 
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، یک ثابت اسکالر براي انطباق نتایج تئوري و t در این رابطه
)تجربی و  )

, ( )iDµ θ2


معرف توابع ویگنر حاصل از حل معادله 
باشند که وابستگی دورانی توابع موج هسته را شرودینگر می

نمایند. با در نظر گرفتن شرایط هسته انتخابی ما، توصیف می
گذار چهار قطبی الکتریکی تر عملگر ، شکل سادهγ ≈ π/6 یعنی

 صورت:ه ب
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داشتی این عملگر بر شود. حال با محاسبه مقدار چشمحاصل می
روي تابع موج ترازهاي انتخابی، احتمال گذار چهار قطبی 

 :عبارت است از Z)5الکتریکی در قالب مدل (
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، علاوه بر Hg190براي هسته  Z)5براي تعیین نتایج مدل (

هاي رابطه نیز در مقایسه با ، ثابت27داشتی عملگر مقادیر چشم
 صورته مقادیر تجربی و با استفاده از برازش حداقل مربعات ب

107/0= I β  212/1و=  t  واحد وایسکوف(هر دو برحسب 
((W.u) ) 5حاصل گردید. نتایج حاصل از مدل(Z  و مقادیر

تجربی متناظر براي گذارهاي مختلف چهار قطبی الکتریکی در 
 ذکر شده است. 4جدول 

با نتایج  Z)5هاي مدل (بینینتایج حاصل، انطباق پیش
تجربی موجود براي احتمال گذارهاي چهار قطبی الکترریکی را 

یید فرایند برازش و تعیین أاین نتیجه، علاوه بر تدهد. نشان می
 بینی این مقاله مبنی بر انطباق پارامترهاي مدل، پیش

نماید. این یید میأرا ت Z)5با حد دینامیکی ( Hg190هسته 
نتیجه در کنار نتیجه حاصل از مقایسه ترازهاي انرژي و سطوح 

در ناحیه گذار  Hg190انرژي هسته انتخابی، قرار گرفتن هسته 
شکلی بین حدود تغییر شکل یافته تخت و کشیده را  -فازي

 دهد.نشان می
 

و مقادیر تجربی متناظر براي گذارهاي  Z)5هاي مدل (بینیپیش. 4 جدول
 ]27[ . تنها آن دسته از گذارها که اطلاعات تجربیHg190مختلف هسته 

 اند.قابل دسترس دارند، گزارش شده
 Z) 5( مقدار تجربی گذار

+ +→1 12  00/ 45 45/ 47 
+ +→1 14 2 00/ 18 08/ 15 
+ +→1 16 4 09/ 5 32/ 5 
+ +→1 112 10 04/ 9 08/ 9 

 
 گیريبحث و نتیجه. 4

در قالب حد دینامیکی  Hg190ترازها و سطوح  انرژي هسته 
)6(O مدل برهم) 5کنش بوزونی و نقطه بحرانی(Z  مدل تجمعی

بوهر مورد مطالعه قرار گرفت. از دو پتانسیل متفاوت جاه 
نامتناهی و مورس براي محاسبه ویژه مقادیر انرژي استفاده 

تکرار مجانبی گردید. معادلات بخش شعاعی با استفاده از روش 
هاي انتخابی در مقایسه با اطلاعات هاي مدلحل شده و ثابت

تجربی با استفاده از برنامه متلب برازش گردید. نتایج حاصل 
هاي پتانسیل مورس را براي محاسبه انرژي ترازهاي مزیت

باندهاي برانگیخته نشان داد. در مقابل، چاه پتانسیل نامتناهی 
تر عمل میموفق J < 10ی با اسپین در توصیف انرژي ترازهای

براي نسبت  O)6و ( Z)5هاي دو مدل (بینینماید. مقایسه پیش

 نهایتبا پتانسیل چاه بیجیوه سطح انرژي هسته 

 مورس لیبا پتانس وهیهسته ج يسطح انرژ

 O)6( یکینامیبا تقارن د وهیهسته ج يسطح انرژ
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خوبی نشان ه در باند پایه تطابق این دو مدل را ب ترازهاي انرژي
هاي انتخابی در توصیف دهد. کاهش نسبی کارایی مدلمی

انرژي ترازهاي باندهاي برانگیخته، ایده استفاده از چند نوع 
پتانسیل یا ترکیب چند تقارن دینامیکی براي توصیف کامل 

توان از این مطالعه براي بررسی نماید. میسیستم را تقویت می
هاي چنین پتانسیلو هم Z=  82هاي نزدیک به لایه بسته هسته

مختلف در بخش شعاعی معادله بوهر استفاده نمود که در 
 فت.مطالعات بعدي، مورد بررسی قرار خواهند گر
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