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 چکیده 
  يکه برا  هاییتیاز کم  یکیقرار گرفت.    ی مورد بررس  یکوانتوم  یدگیتندرهم  زان یم  ي و ساختار هسته بر مبنا  یمقاله، گذار فاز کوانتوم  نی در ا
  ن یب   یدگیتندرهم یبررس ي مناسب برا ي اریاست که به عنوان مع مان یفون نو  یآنتروپ شود،یدو جسم استفاده م نیب   یدگیتندرهم ي ریگهانداز

سازگار    سمیو با استفاده از فرمال  IBM  یاندرکنش بوزون   در چارچوب مدل  s-d  يهابوزون  یدگیتندرهم  یحالت در نظر گرفته شد. آنتروپ  ود
Q  تقر ا  یبررس  کیکلاسمهین   بیو  برا  کی   قیتحق  نی شد.  آنتروپ  يروش  تقارن د  یدگیتندرهم   یاستخراج  از جمله    IBM  یکینام یدر حدود 

  یدگیتنپرداخته و رفتار درهم  ی گذار فاز کوانتوم  ف یبه توص  ،یدگیتن. با استفاده از اثر درهمکندیمختلف را ارائه م  هايشکل  ن یمناطق گذار ب 
ارائه شد.    یکیکلاسمهی ن   بیبا استفاده از تقر   IBMدرمدل    یآنتروپ  نییشد. نحوه تع  یدر مناطق مختلف مثلث کاستن بررس  dو    s  يهابوزون

در    یانتقال فاز کوانتوم  صیتشخ  ي ابزار قدرتمند برا  کی   تواندیفاز حساس بوده و م  رییبه تغ  یدگتنیمدره  یآنتروپ  ریمقاد  هنشان داد ک   جی نتا
 .دباش  هاهسته
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Abstract  
In this paper, quantum phase transitions and nuclear structure were investigated based on quantum 
entanglement. One of the measures for entanglement between two bodies is the von Neumann entropy, 
which is considered a suitable criterion for examining entanglement. The entanglement entropy of s-d 
bosons within the framework of the Interacting Boson Model (IBM) is investigated using the consistent-Q 
formalism and semiclassical approximation. This research presents a method for deriving the 
entanglement entropy in the dynamical symmetry limits of the IBM, including transition regions between 
different shapes. By utilizing the entanglement effect, the quantum phase transition was described, and 
the entanglement behavior of s and d bosons was investigated in various regions of the Castan triangle. A 
method for determining entropy in the IBM model using the semiclassical approximation was presented. 
The results showed that entanglement entropy values are sensitive to phase changes and can be a 
powerful tool for detecting quantum phase transitions in nuclei. 
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 مقدمه .  1
از   درهمیکی  کوانتومی،  اطلاعات  علم  اساسی  تنیدگی  عناصر 
درهم  1کوانتومی فیزیکی  است.  پدیده  یک  کوانتومی  تنیدگی 

می اتفاق  وقتی  که  ذرات است  از  گروهی  یا  جفت  یک  که  افتد 
طوري با هم اندرکنش داشته باشند که حالت کوانتومی هر ذره  
چنین  شود.  توصیف  دیگر  ذرات  از  مستقل  طور  به   نتواند 

اینشتین پدیده مطالعه  مورد  موضوع  پودولسکی2اي  روزن   3،   4و 
تنیده کوانتومی  هاي درهمحالت].  1بوده است [  1935در سال  

یندهاي اطلاعات کوانتومی مثل انتقال از راه انقش کلیدي در فر
کوانتومی کوانتومی2[  5دور  رمزنگاري  محاسبات  3[  6]،  و   [

می 4[  7کوانتومی بازي  درهم]  اساس  کنند.  کوانتومی  تنیدگی 
کوانتومی  آثار  براي  اساسی  منبع  و  کوانتومی  اطلاعات  نظریه 

می درهممحسوب  مقدار  تعیین  آمیخته شود.  حالت  تنیدگی 
تحقیقات زیادي   برانگیز است. اخیراً اي یک مسئله چالشذرهبس

درهم مباحث  روي  درهمبر  است.  شده  انجام  تنیدگی  تنیدگی 
همبستگی   از  که  است  غیرکلاسیکی  پدیده  یک  کوانتومی 

سیستم زیر  بین  میکوانتومی  ناشی  هم  از  جدا  در  هاي  و  شود 
درهمسال اخیر  کوانتومیهاي  فر تنیدگی  اطلاعات   یندهايادر 

ایفا کرده را  اهداف بزرگ  ا کوانتومی نقش وسیعی  از  ست. یکی 
درهم خواص  درك  و  مطالعه  کوانتومی  اطلاعات  تنیدگی  نظریه 

تواند منبع مناسبی  خواص می اي است. اینذرههاي بسسیستم
 براي محاسبات و ارتباطات کوانتومی باشد.  

براي هب را  جدیدي  نگرش  کوانتومی  اطلاعات  تئوري  تازگی 
سیستم مطالعه  و  هستهمشاهده  دهاي  مانند  رهماي   تنیده 

بسهسته سیستم  یک  عنوان  به  که  گرفته   ة ذرها  نظر   در 
را فراهم میمی از اطلاعات کوانتومی در 5[  کندشود  استفاده   .[

هستهسیستم فرصتهاي  براي  اي  را  توجهی  جالب  جدید  هاي 
اگر بین    ]. 6[   کنددرك و تفسیر پدیده اندرکنش قوي فراهم می 

باشد،  نوکلئون نداشته  وجود  همبستگی  هیچ  هسته  یک  در  ها 
کنند و هسته یک ها مانند ذرات مستقل رفتار میهمه نوکلئون

توان آن حالت غیرهمبسته با سطح فرمی مشخص است که می
اسلاتر دترمینان  موج  تابع  با  [  8را  هسته7نوشت  مسئله  اي ]. 

[ذرهبس فیزیک هسته8اي  نظریه  براي  اساسی  اي  ] یک چالش 
الگوریتم  است. مسئله توسعه  براي  که  جدید  کوانتومی  هاي 
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دارند، همذرهاي بسهسته کاربرد  فیزیک هستهاي  در  اي اکنون 
است  انجام  حال  سیستمدرهم.  ] 17-9[  در  در  هاي  تنیدگی 

فرهسته و  هستهااي  حال  یندهاي  در  غیره  و  شکافت  مانند  اي 
 ].  19، 18بررسی است [

) کوانتومی  فاز  سیستم9QPTانتقال  در  هسته)  در  هاي  اي 
درهم با  اخیراًارتباط  است    تنیدگی،  گرفته  قرار  مطالعه  مورد 

ویژگی  ].20-29[ کردن  مشخص  یک  براي  باید  سیستم،  هاي 
درهم کرد.  معرفی  را  نظم  از  پارامتر  یکی  عنوان  به  تنیدگی 

ویژگیجالب میترین  کوانتومی،  نظریه  یک هاي  عنوان  به  تواند 
سیستم در  نظم  هستهپارامتر  شود. هاي  گرفته  نظر  در  اي 

اندا است.  زهبنابراین،  مهم  کوانتومی  فاز  انتقال  براي  آن  گیري 
اندازه بهترین  از  درهمگیري یکی  براي  در  ها  کوانتومی  تنیدگی 

 ]. 33-30هاي فیزیکی، آنتروپی نویمان است [سیستم 
سی اهمیت  به  توجه  با  مقاله،  این  هستهستمدر  و  هاي  اي 

تنیدگی کوانتومی را مطالعه  موضوعات اطلاعات کوانتومی، درهم
کنیم. یکی از اهداف ما مطالعه انتقال فاز کوانتومی و ساختار  می

درهم درجه  براساس  تقریب  هسته  از  که  است   تنیدگی 
درنیمه اثر   10IBM کلاسیک  از  استفاده  با  کردیم.   استفاده 

توصیف درهم و  شناسایی  را  کوانتومی  فاز  انتقال   تنیدگی، 
درهم می رفتار  و  مثلکنیم  نقاط  کل  در  را  تقارنی    ثتنیدگی 

کنیم. در این مقاله، یک تحلیل سیستماتیک کاستن بررسی می 
درهم آنتروپی  تغییرات  نحوه  بوزوناز  در    d  و  sي  هاتنیدگی 

تقریب  مناطق   از  استفاده  با  کاستن  مثلث  در  مختلف  انتقالی 
مینیمه انجام  آنتروپی کلاسیک  تغییرات  نحوه  روي  بر  ما  گیرد. 

بوزوندرهم گذار  d و  s هايتنیدگی  مناطق  در   که 
)6(SO-)5(U،  )3(SU-)5(U   و  SU (3)-)3(SU   داخل در 

 مثلث کاستن تمرکز خواهیم کرد. 
  

 چارچوب تئوري کار.  2
  دارد   وجود   جمعی   زوج -زوج   هاي هسته   براي   معروف   الگوي   سه 

  بلکه   نوکلئونی   تک   حرکت   حالت   در   تنها   نه   را   ها هسته   که 

   توصیف   نوکلئونی   چند   هاي چرخش   و   نوسانات   برحسب 
  ، ارتعاشی   مدل   از:   عبارتند   الگو   سه   این   . ] 33[  کنند می 

  را   ها مدل   این   محوري.   متقارن   پاد   چرخنده   و   متقارن   چرخنده 

  این   از   کدام   هر   داد.   شرح  کاستن   تقارن   مثلث   در   توان می 

  حرکت   هر   اصل   در  و   دارند   مشخص   خصوصیت   یک   ها تقارن 

  مثلث   این   در   اي منطقه   به   توان می  را   هسته   یک   جمعی 

 
9. Quantum Phase Transition 
10. Interacting Boson Model 
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 و   ها شکل   با   مطابق   مثلث   سرتاسر   نقاط  کرد.   منسوب 

  توانند می   که   هستند   ها هسته   هندسی   متفاوت   ساختارهاي 

  نشان   را   یافته   شکل   تغییر   به   کروي   از   شکل   تغییر   از   مسیري 

  آنها   در   که   است   مثلث   از   مناطقی   روي   بر   ما   تمرکز   دهند. 

  گذار   که   جایی   واقع   در   . افتد می   اتفاق   هایی شکل   تغییر   چنین 

  عدد   و   ) N(   ها نوترون   تعداد   از   تابعی   عنوان   به   کوانتومی   فاز 

در  تقارن  ].43-33[  کند می   رفتار   ) Z(   اتمی  دینامیکی  هاي 
سه  لبه و  دارد  قرار  کاستن  مثلث  با  هاي  متناظر  منطقه 

نشان داده    1هاي کروي، کشیده و پَخت نیز در شکل  تغییرشکل
 . شده است

یافته می   1در شکل   مثلث کاستن توسعه  به آن  گویند،  که 
پارامترها را تشکیل می  IBMپارامترهاي مدل     دهند،که فضاي 

η    وχ  .هاي مدل  تقارن  هستندIBM    و مناطق گذار بین آنها به
م مقادیر  پارامترهاي  همراه  کاستن    χو    ηتناظر  مثلث   در 

 نشان داده شده است.   1یافته شکل توسعه
، از  IBMبراي بررسی سه تقارن دینامیکی و مناطق گذار در  

 شود.  استفاده می Q1(CQF (-فرمالیسم سازگار
شکل   یک  براساس  پیشنهادي  هامیلتون  فرمالیسم،  این  در 

از هامیلتون   زیر نشان داده    IBMساده شده  است و به صورت 
 : ]34[ شده است

)1                (                    ( ) ˆ ˆˆ ˆ ., −
= −dH n Q Q

N χ χ
ηηη χ 1 

 
باشد  عملگر گشتاور چهار قطبی الکتریکی می Q̂χاین رابطه   در

 شود:که به صورت زیر تعریف می
† † †   = + + ×   

 Q d s s d d dµ µ µ
χ

2 2 

 

 
 

 . نواحی مختلف مثلث کاستن توسعه یافته. 1شکل 

 
1. Consistent-Q Formalism 

رابطۀ   هامیلتونین  انرژي  تقریب   1طیف  چارچوب   در 
 : ]34[ کلاسیکی به کمک حالات همدوس عبارت است ازنیمه

( )ˆ( , ) , , | , | , , ( )

[ ( )( )]
( )

,

[ ( )( )]

{
B B B

B B

B
B

E N N H N

N N
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β
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+ − − + −
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2 2
2 2

2 4
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)2 (                                   [ ( ) ] }+ −BN cosη χ β γ324 1 3
7

 

 
شکل است    میزان و اندازه تغییرمقیاسی از    βی  پارامتر شعاع 
زاویه پارامتر  می  γي  او  نشان  را  محوري  تقارن  از  دهد.  انحراف 

رابطه   ضرایب  سادگی  پارامتر    2براي  برحسب   مرتب   βرا 
 : ]34[  شودکنیم، بنابراین حاصل میمی

)3         (                 
( , , ) ( )

[ ]
( )

= −

+ + +
+

BE N

A B C cos

β γ η

β β β γ
β

2 4 3
2 2
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 عبارتند از:  Cو  A،Bکه در آن ضرایب 
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تنیدگی در تقریب محاسبۀ آنتروپی درهمبراي  ترین چیزمهم

می نیمه سیستم  حالت  فرمالیسم  کلاسیک  کمک  به  که  باشد 
 : شودهاي همدوس به صورت زیر تعریف میحالت

)4(                  ,| , , | ( ) ( ) |BN
B BN N Bβ γβ γ ψ θ +〉 = 〉 = 〉 

 
 عبارتند از: θو   +Bکه در آن پارامترهاي  

!( )
=

+ BN
BN

θ
β 2

1
1

 

( ( ))

    

+ + + + +

+ + + +

= + + +

= + + +




s d d d

sinB s cos d d d

s d d d

γβ γ

α α α α
2 -2

2 -2

2 -2

2  

, ,= = = =


s d d d
sincos β γα α β γ α α

2 -2
1

2
 

 

 توان نشان داد: به سادگی می 

,
, , ,

!
! ! ! !

+ + + ++
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B
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, که در آن پارامتر , ,l l l lη
1 2 3 4

 عبارت است از:  

, , ,
!

! ! ! !
=


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درهم برحسب  سیستم  حالت  فوق  تعریف  به  توجه  تنیدگی  با 
 شود:به صورت زیر نتیجه می d و sهايبوزون
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lλ  ضرایب 1
آنها   اشمیت هستند که به کمک  اعداد  در اصل 

درهممی آنتروپی  کرد.توان  محاسبه  را  از   تنیدگی  قبل  اما 
توان نشان داد که  تنیدگی به سادگی میمحاسبۀ آنتروپی درهم

در   اشمیت  بسط دوجملهاعداد  قرار میقالب  بنابراین  اي  گیرند، 
 داریم:  
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باشد، بنابراین حاصل  اي میدر اینجا ضریب سیگما بسط دوجمله
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 به این ترتیب داریم: 
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بوزونی مجزا کرده    s  بوزونی حالت همدوس را از بخش  dبخش  
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همد حالات  چگالی  ماتریس  تعریف  کمک  به  )  ρ(س  اکنون 
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برابر است    7حاصل ضرب داخلی در رابطه  توان نشان داد که  می
 با: 
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می همدوس  حالات  چگالی  ماتریس  کردن  قطري  توان با 

دست آورد. در اصل این ویژه مقادیر، اعداد  هویژه مقادیر آن را ب
توان به کمک رابطۀ زیر اشمیت هستند. با داشتن این اعداد می

)تنیدگی ( آنتروي درهم )H ρ35[ ) را محاسبه کرد[ : 

)8           (                                 ( ) ( )
BN

l l
l

H logρ λ λ= −∑ 1 1
1

2 2 

 
 نتایج   .3

مدل  تقارن فازي  IBMهاي  گذار  همراه  و  به  آنها  بین  شکلی 
پارامترهاي   نشان داده شده است.    1در شکل    χو    ηمقادیر 

میهمان شکل  این  از  که  ازاطور  به  دریافت  η  يتوان  =   و

/ /x− ≤ ≤1 33 1 )، گذار از حد تقارنی  33 )SU )  به  3 )SU 3
χافتد. هنگامی که  اتفاق می = ≥ηو    133/ ≤1 باشد گذار

)  به  U)5از ( )SU χو به ازاي  3 = − به    SU) 3، گذار از (133/
)5(U   ) تقارنی  حد  از  گذر  داشت.  خواهیم  (  O)6را  با    U) 5به 

χقرار دادن  =    وη≤ ≤1پذیرد.  صورت می 
) روابط  از  استفاده  (6با  و  آنتروپی  ) می8)  که  دریافت  توان 

شکلدرهم تغییر  پارامتر  به  بوزون  β  تنیدگی  تعداد  (هو  )  BNا 
آنتروپی درهم به منظور محاسبه  بنابراین  تنیدگی،  وابسته است. 

پارامت پارامتر تغییرشکل تعادلی تعیین گردد.  ر ابتدا باید مقادیر 
β    کنترلی پارامترهاي  دادن  قرار  با  تعداد    χو    ηتعادلی  و 

)) و مینیمم کردن آن  3(  بوزون مشخص در رابطه انرژي (رابطه
به   می  βنسبت  در  تعیین  مقادیر  این  دادن  قرار  با  شود. سپس 

هر   ازاي  به  آنتروپی  مقادیر  آنتروپی،  محاسبه   χو    ηرابطه 
 شود.  می

بررسی منظور  چارچوب QPT به  از  IBM در  استفاده  با 
درهم به  آنتروپی  را  کاستن  مثلث  تقسیم   چهارتنیدگی،  مسیر 

کردیم. براي هر یک از این مسیرها، تغییرات آنتروپی را برحسب  
 دست آورده و ترسیم کردیم.  هپارامترهاي کنترلی ب

نرم کمک  به  مقاله  این  در  عددي  محاسبات  افزار تمام 
MATLAB    محاسبات روند  است.  شده  انجام  و  نویسی  کد 

زیر انجام شده است: از آنجایی که آنتروپی  هاي  عددي طی گام
شکدرهم تغییر  پارامتر  به  بوزون  βل  تنیدگی  تعداد    )BN(ها  و 

(روابط   است  بایستی  8و    6،  4وابسته  اول  گام  در  بنابراین   ،(
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eqβ    به کمک در گام دوم  تعیین گردد.  از   eqβ(تعادلی)  که 
) انرژي  رابطۀ  کردن  به  3مینیمم  نسبت   (β  می گردد،  تعیین 

به  تعیین می   χو    ηپارامترهاي کنترلی   شوند. در گام سوم 
محاسبه    χو    ηمقادیر آنتروپی به ازاي هر    8و    6کمک روابط  

نظر  می در  را  کاستن  مثلث  نواحی  تمامی  ما  اینجا  در  شود. 
 در نظر گرفته شده است.  BN= 5 در تمامی محاسباتگرفتیم و 

 U)5( به  SU)3(   تقارنیمسیر اول: گذار از حد  
این   در  ازاي   گذار  به  χمسیر  = − ≥ηو  133/ ≤1   رخ  

در    ηدهد. نحوه تغییرات آنتروپی نسبت به پارامتر کنترلی  می
و    2شکل   بیشترین  مسیر،  این  است. در طول  داده شده  نشان 

) حدود  به  ترتیب  به  آنتروپی  مقادیر  (  SU)3کمترین    U)5و 
می درهممربوط  آنتروپی  مقادیر  براي شوند.   تنیدگی 

cη η≤ ≤  ًبراي    تقریبا و  است  cηثابت  η=  آنتروپی  ، 
و درکاهش میشدت  هب η  یابد  =1  ) مقدار    U)5که حد  است 

 رسد.  آن به صفر می
 O)6به (   U)5(مسیر دوم: گذار از حد تقارنی 

تر اشاره طور که پیشتنیدگی در این مسیر همانآنتروپی درهم
χ  شد با قرار دادن =   وη≤ ≤1  آید. نتایج در  دست میهب

شکل    3شکل   با  مطابق  است.  شده  داده  و  3نشان  بیشترین   ،
و   O)6بوزون به ترتیب در حدود ( dو  sکمترین مقادیر آنتروپی 

)5(U  اي است که دهد. نقطه بحرانی در این منطقه، نقطهرخ می
یابد و از مقدار  تنیدگی به شدت کاهش میدر آن آنتروپی درهم
 رسد.  غیرصفر به صفر می

)مسیر سوم: گذار از حد تقارنی  )SU  U)5به ( 3
شکل  هب در  که  می  4صورتی  این  دیده  در  آنتروپی  رفتار  شود 

می  عمل  مشابه  و  بوده  اول  مسیر  مشابه  بنابراین  مسیر  کنند. 
 باشند. نتایج آنها نیز مانند هم می

)مسیر چهارم: گذار از  )SU ) به 3 )SU 3 
η  این گذار با قرار دادن =     و تغییر مقادیرχ  به    -33/1  از

  O)6)) و با عبور از حد تقارنی (3(رابطه ( ° در رابطه انرژي  33/1
χبا   =   می در شکل  رخ  محاسبات  نتایج  داده    5دهد.  نشان 

ب است.  شکل  هشده  در  که  آنتروپی  می  5صورتی   بینیم، 
بوزوندرهم حد  کاملاً  dو    sهاي  تنیدگی  به  SU)3(  براي 
( )SU 3  ) حد  و  است  منحنی   O) 6متقارن  تقارن  محور  با 

) تقارن  نقطه بحرانی در منطقه    O)6منطبق است. در حقیقت، 
)  گذار ) ( )SU SU↔3 مقادیر  3 کمترین  همچنین  است. 

) و   SU)3( آنتروپی مربوط به حدود  )SU  است.   3
 

 بررسی مناطق داخلی مثلث کاستن .  4
به منظور بررسی   ادامه  نواحی مختلف مثلث کاستن، مقادیر  در 

گام  با  را  کنترلی  آنتروپی    1/0هاي  پارامترهاي  و  داده  تغییر 
بوزوندرهم شد.    dو    sهاي  تنیدگی  محاسبه  نقاط  این  براي 

نشان داده شده    6نتایج محاسبات در کل مثلث کاستن در شکل  
می نشان  نتایج  که  است.  درهمدهد  آنتروپی  در  مقدار  تنیدگی 

مناطق نزدیک به یک تقارن تقریباً ثابت است و در نقطه بحرانی،  
دیگري   تقارن  به  منجر  که  کرده  شدیدي  افت  مقادیر   این 

بنابراین  می درهمشود.  آنتروپی  فاز  مقادیر  تغییر  به  تنیدگی 
می و  هستند  مشاهده حساس  یک  عنوان  به  براي  توانند  پذیر 

 در نظر گرفته شوند.  QPTتشخیص 
  

 
 

درهم.  2شکل   آنتروپی  کنترلی  تغییرات  پارامتر  برحسب  در    ηتنیدگی  و 
 . U)5( به  SU)3( مسیر

 

 
درهم  .3شکل   آنتروپی  کنترلیتغییرات  پارامتر  برحسب  در    η  تنیدگی  و 
 . U)5( به O)6مسیر (
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درهم  .4شکل   آنتروپی  پارامتر تغییرات  برحسب  تنیدگی 
)و در مسیر   ηکنترلی  )SU  . U)5(به  3

 
 

 
درهم  .5شکل   آنتروپی  پارامتر  تغییرات  برحسب  تنیدگی 
)به   SU)3(و در مسیر  χکنترلی  )SU 3. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
تنیدگی در مثلث کاستن براي نحوه تغییرات دوبعدي آنتروپی درهم  .6شکل  

/ / ,χ η− ≤ ≤ ≤ ≤1 33 1 33 1. 
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 گیري . نتیجه5
هاي  تنیدگی آنتروپی بوزوندر این مقاله، استفاده از مقادیر درهم

s    وd    در کوانتومی  فاز  گذار  کردن  مشخص  و  شناسایی  براي 
گرفتهسته قرار  مطالعه  مورد  مناطق    .ها  در  کمیت  این  رفتار 

بررسی شد. براي محاسبه    IBMمختلف مثلث کاستن در مدل  
کلاسیکی استفاده شد. مقادیر آنتروپی  این مقادیر از تقریب نیمه

گذارهايدرهم در  )  تنیدگی  )SU 3- )5(U )  ،6(O-)5(U  ،
( )SU 3-)5(U  و  ( ) ( )SU SU↔3 تغییرات   3 و  محاسبه 

نشان   نتایج  شد.  بررسی  کنترلی  پارامتر  برحسب  کمیت   این 
تنیدگی معیار خوبی براي شناسایی و  دهد که آنتروپی درهممی

فاز کوانتومی در هسته و  ا  ها مشخص کردن گذار  تغییر ست  به 
توانند به عنوان مقادیر آنتروپی میبنابراین  باشد.  فاز حساس می

 . در نظر گرفته شوند QPTپذیر براي تشخیص یک مشاهده
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