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( به کار گرفته r, zاي دوبعدي )ي استوانهدر هندسه ي چند گروهی ترابرد نوترونوش اجزاي محدود براي متغیرهاي فضایی معادلهر چکیده:

هاي ايسازي با چندجملهگسسته شده است. این روش گسسته (r, zي )این معادله با استفاده از نواحی چهارگوش منظم در صفحه شده است.

اي جا به شارهاي زاویهشده است. در اینبه کار گرفته  ANSYS يبرنامه ردیاب توان اول خطی و توان دوم مکعبی به عنوان توابع پایه، درون

کتور آسطح بیرونی قلب ر يها در ناحیهدهد که شار نوترونآمده نشان می دسته یج ب       سسته باشند. نتا، گه است تا در مرزهاي نواحیاجازه داده شد

سوخت هاي کتور با غناي ثابت میلهآریک سطح بیرونی با شار نوترونی ثابت در مقایسه با  تا ي مرکزدر نتیجه فاصلهاست. ناهمگن افزایش یافته 

شود بلکه از نظر کتور با شکل و حجم هندسی یکسان میآیابد. افزایش ناحیه با شار نوترونی ثابت نه تنها منجر به افزایش قدرت رافزایش می

 دهد.می ها را کاهش(، محدودیترآکتور)قلب  مهندسی مواد
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Abstract: The finite element method is applied to the spatial variables of multi-group neutron 

transport equation in a two-dimensional cylindrical (r, z) geometry. The equation is discretized using 

rectangular sub regions in the (r, z) plane. The discontinuous method with the bilinear or biquadratic 

Lagrang's interpolating polynomials and basis functions is used in the ANSYS program. Here, the 

angular fluxes are allowed to be discontinued across the sub region boundaries. Some numerical 

calculations have been made on a real cylindrical Aristotle reactor with different fuel concentrations on 

the fuel rods; the results indicate that the flux and power of the heterogeneous critical reactor increase on 

the edges of the core in comparison with the homogeneous one. 
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 مقدمه  .1

 يبتراي مطالعته  آن  اي سیستتمی استت کته در   یک رآکتور هسته

شتکافت   واکتنش زنجیتري   ،اي یتا تولیتد انتر ي   هاي هستهپدیده

مواقعی گردد. در شده و کنترل می شتهدااي شروع شده، نگههسته

 يباشتد، یتک واکتنش زنجیتتر    بحرانتتی داراي جترم کته ستوخت   

 آیتد و در متواقعی کته جترم ستوخت      دست متی ه دار بنگه -خود

نتی  توان بحترا ، میباشد نیحرارآکتور در حالت زیربیعنی ، ترکم

نتوترون ختارجی تضتمین     يچشتمه بودن آن را با استفاده از یک 

 اي،کتور هستهآهاي پایداري یک سیستم ر.  بررسی]3و  2، 1[ کرد

 يست و مطالعها کتورهاآدینامیک ر ل دریترین مسایکی از بنیادي

تترین  به یکی از جتذاب اخیراً اي کتورهاي هستهآمعیار پایداري ر

استتفاده  تتاکنون سته روش    .]7 تا 4[ موضوعات تبدیل شده است

 (2)لیتاپون   ينظریته ، (1)گتروه  شتبه ي نظریهاست: شده 
و  [6 و 3[

کتته معیارهتتاي پایتتداري م تلتت    جتتا از آن .(3)یستتهمقا يقضتتیه

وابستگی بسیار نزدیکی بتا يیت  ویتمه مقتادیر دارنتد و از يرفتی       

يی  ویمه مقادیر به جز در موارد خیلی محتدود بستیار    يمحاسبه

هتاي استتفاده شتده تجدیتدنظر     مشکل است، لازم است در روش

 .]8و  4[ شود

ناپایتتتداري در  تحلیتتتلهتتتا و کتتتدهاي زیتتتادي بتتتراي وشر

. ]11و  10، 9[ شتتده استتتگرفتتته کتتار ه اي بتتکتورهتتاي هستتتهآر

ت متین   ،قلب رآکتوريراحی براي هاي حل عددي موجود روش

 يبا معادلته  ،ثرؤکتور و ضریب تکثیر مآچگونگی توزیع قدرت ر

  ،دنشتو آغتاز متی  ، که نیازمند محیط همگن استت،  پ ش نوترون

 دوبتار  کته  شتود  چنتین بته شتار نتوترونی ایتن اجتازه داده متی       هم

 گاهآن ،همگن تشکیل شده باشدناپذیر باشد. اگر دامنه از مواد مشتق

با مواد همگن تقسیم شود. سپس  (4)هاییهاحینناحیه باید به زیرآن 

 هتا حتل   يتور جداگانته بتراي هتر یتک از زیرناحیته      ه این معادله ب

باید تلاش شود تا بتا استتفاده از شترایط مترزي تقریبتی،      . شودمی

 د. ناي فرضی در سطح مشترک تطبیق داده شوهپاسخ

هاي حل عتددي م تلفتی بتراي حتل     روشهاي اخیر در سال

ی، روش روش گرهت  کهاست به کار رفته پ ش نوترون  يمعادله

از آن  روش حجتم محتدود  ، مترزي  عناصرروش ، محدود تفاضل

 ضع  و قتدرت ختود را دارد  ها، هر کدام از این روش ؛اندجمله

در دو خاصتیت مهتم   هتا  ي آنبا ایتن حتال، همته   . ]14و  13، 12[

پ ش نتوترون آغتاز    يها با معادلهروشاین تمام  -1 اند.مشترک

 يهتا گسستته کتردن معادلته    هدف نهایی تمامی آن -2شوند؛ می

 يپ ش نوترون براي رسیدن به یک عبارت جبري است. مطالعته 

 ستازي و گسستته  (FEM)محتدود   جتزاي حاضر به معرفی روش ا

چند گروهی ترابرد نوترون با استفاده از روش گلرکین و  يمعادله

کتتتور آپایتتداري یتتک ر يکتتارگیري آن در مطالعتتهه بتت ينحتتوه

محدود به عنوان یک ابتزار   جزايپردازد. روش اآزمایشگاهی می

ل فیزیکتی شتناخته   یبستیاري از مستا  عتددي  بسیار قوي براي حل 

گذشتته بتراي محاستبات     هتاي سال . در]17و  16، 15[ شده است

 و 6[ استتفاده شتده استت   تفاضل محتدود   ترابرد نوترون از روش

بته ختاير    اجتزاي محتدود   کاربردهتا روش  . اما در بسیاري از]18

هندستی   هتاي پذیري بته هنگتام مواجهته بتا شتکل     قابلیت انعطاف

گرایتی زیتاد بته    سترسی بته سترعت هتم   و د شکلنامنظم یا منحنی

تفاضتل محتدود    بتالا بته روش   يبا مرتبه يجزاهنگام استفاده از ا

 اجتزاي محتدود   در روش يترف دیگتر  شود و از ترجیح داده می

 روش تفاضتتل محتتدود اعمتتال  تتتر ازشتترایط متترزي بستتیار ستتاده 

 .]19 و 7[شوند می

 

 سازیهی وش محاسبات شبر -2

تتر پترداختن بته    قصتد متا بتیش    کته  جتا آن از عملی و نظر از نقطه

ي یک هندسه ،باشدمیل سینتیک یوابسته به مساکه  است فضایی

 تتاکنون تنهتا  بتا توجته بته ایتن کته       .( انت اب شتد (r, z بعدي دو

بعدي بررستی شتده   هاي دوبعدي مسطح و یکمواردي از هندسه

 محتتدود  جتتزايایتتن کتتار دیتتد جدیتتدتري بتته محاستتبات ا استتت،

 بندي به ترتیب زیر است:دهد. اصول مهم براي فرمولمی

نشان داده شده استت،   1سیستم همان يور که در شکل تمام  -

متنظم و متقتارن یتا جتز       (5)به تعدادي هلال (r, z) در سطح

 شود.هاي مستطیل شکل تقسیم میمحدود با سطح مقطع

شتود در هتر زیرناحیته    مشاهده متی  2سان که در شکل همان -

هتاي  ايجملته گتر چند گره که به ترتیب نمایتان  9تا  4تعداد 

یاب لاگرانتم بتا تتوان اول خطتی و تتوان دوم مکعبتی       درون

 شود.هستند، در نظر گرفته می

کته  با ضرایبی اي با ترکیبی از این توابع پایهتوزیع شار زاویه -

دهتد، ت متین زده   اي گره را نشان متی مقادیر شارهاي زاویه

 شود.می
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 .(r, z)ي مستطیلی در صفحه معرفی یک زیرناحیه .1شکل 

 

 
 .هاي قرار گیري گرهنحوه .2شکل 

 

اي در سازي که گسسته شدن شارهاي زاویهاز روش گسسته -
 شتود سازد، استفاده متی پذیر میها را امکانمرزهاي زیرناحیه

]14[. 

 روش گلتترکین، کتته در آن از توابتتع وزنتتی   بتته کتتارگیري   -

 یتتاب لاگرانتتم بتتراي از بتتین بتتردن  هتتاي درونايجملتتهچند

مانده یا براي رسیدن به یک مجموعه از معادلات جبري باقی

هتاي نتامعین   اي گتره زاویته  بته منظتور پیتدا کتردن شتارهاي     

 . ]23تا  20[شود استفاده می

 ،هاي حل عددي در يراحتی قلتب رآکتتور   روش یتمامدر  -
ي ؤثر یتک معادلته  ت مین توزیع قدرت و ضتریب تکثیتر مت   

بعدي مستقل از زمتان بته شتکل زیتر      دو ترابرد چند گروهی
 .]25و  24[شود میستفاده ا
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 زدن چشمه و شارتقريب 2.1

 یتتابدرون هتتايايشتتار، چندجملتته و چشتتمهزدن تقریتتببتتراي 

Lي اچندجمله یک لاگرانم به صورت
l
(r, z)  يهتر زیرناحیته  در 

ام  lه گتر  کته مقتدار آن در  يتوري ه گره ب NPT مستطیلی با تعداد

 شتود. بتا  تعریت  متی   ،صفر باشد هاگره تمام دیگر برابر با یک و در

gl بو ضرای هااياستفاده از این چندجمله

mیک عبتارت   توانمی

~)z,r(تقریبی مانند g

mنتامعین  ياي گسستههشارهاي زاوی براي

)z,r(g

mدر نظتر   ها( به صورت ترکیب خطی آن2ي )در معادله
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بته یتک عبتارت کلتی بتراي      توان میها با دادن شاخص به گره و

glتمامی سیستم رسید. يبق تعری ، ضریب 

mبه عنوان  تواندمی

ام تعبیر شود. اکنون باید تلاش شود  lاي در گره مقدار شار زاویه
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 ايهاي دقیق شار زاویهکند مؤلفهکه ایجاب می
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در هتر زیرناحیته،   هتاي نظیتر   با فرض ثابت بودن سطح مقطتع 

 آیدها به شکل زیر در میي گرههاي چشمهمؤلفه
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(7) 

 

gl که در آن

nkQ ي ثابتت هتاي بتا چشتمه   گرهتی مؤلفته  مقادیر ها 

glهتاي شتار  از تکانته  سازي در کامپیوترهستند. براي ذخیره

nk  بته

glايجتتاي شتتارهاي زاویتته

mبنتتابراین بستتط کنتتیم. استتتفاده متتی

ي زیر تقریب ي مربوه به چشمه با رابطههارمونیکی کروي جمله

 شودزده می
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 با این فترض کته مقتادیر شتارهاي     (2ي )رابطهدر نهایت شرایط 
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2/1m شوند میاعمال معلوم باشند، با تساوي زیر، بر روي شار 
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 [.26] استفاده شده است  ηشروع جاروب در هر مرحله از 

 
 سازی به روش گلرکینگسسته 2.2

سازي بتا استتفاده از روش   ( بر مبناي گسسته2ي )حل معادلهبراي 

در نظتر گرفتته شتده استت      (i, j) يابتدا یتک زیرناحیته   گلرکین
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مربوه به جهتتی استت    d، دلتاي کرونکر است و dd'δکه در آن، 

lg، و (3شود )شتکل  که جاروب می

m

gl

m     برابتر بتا تفاضتل

است که یکتی   lو  'lهاي یکسان اي در گرهمقادیر شارهاي زاویه

هتاي  و دیگتري در یکتی از زیرناحیته    Dij يها در زیرناحیته از آن

  باشد.مجاور می

gيمانتتده( تتتابع بتتاقی4ي )در معادلتته

mRتعتتداد  شتتاملNPT 

gl مجهتتول

mي مستتتطیل ر بیرونتتی هتتر زیرناحیتتهو مقتتادی استتت

lgشکل، یعنی 

m


    معلوم هستند که در نهایتت روش گلترکین برابتر

 خواهد شد با
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که براي رسیدن به یتک مجموعته از معتادلات مشتابه کته شتامل       

 .]28و  27[رود مجهول هستند به کار می NPTتعداد 
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 .مقادیر مطابق با جهت جاروب .3شکل 
 

 ای واقعي. مثال يک رآکتور استوانه3
ترابرد نوترون بته کمتک روش    يبه عنوان مثالی از تحلیل معادله

اي واقعتی آزمایشتگاهی کته    اجزاي محدود، یک رآکتور استوانه
اي دانشگاه آریستوتل یونان قرار دارد در آزمایشگاه فیزیک هسته

 .]1[ت در نظر گرفته شده اس
 و آب ستبک  (8O3Uسوخت اورانیم يبیعتی فلتزي )  ترکیب 

(O2H) يهر میله يفاصلهنده استفاده شده است. بانبه عنوان بازتا 
 45/4 مجتتاور ختتود در راستتتاي شتتعاعی برابتتر  يمیلتته زستتوخت ا
ستوخت بته سته قستمت      يو هر میله هگرفته شد متر در نظرسانتی

متتتر آن  07/1 ،متتتر آن هتتواستتانتی 15/25تقستتیم شتتده استتت کتته 
 متر آن آب سبک به عنتوان سانتی 32/20سوخت اورانیم يبیعی و 

 [.1]( 4است )شکل نده بانبازتا
ي سوخت است که قطتر ختارجی   میله 27قلب رآکتور شامل 

شود برابتر بتا   دیده می 2گونه که در جدول ها همانهر یک از آن
چنتتین داراي غلافتتی از جتتنس متتتر استتت. قلتتب هتتم ستتانتی 18/3

باشتد کته در محاستبات    متتر متی  میلتی  89/0آلومینیم به ضت امت  
یتده گرفتته شتده استت و قطتر      سازي شده ایتن ضت امت ناد  شبیه

 متر است.سانتی 09/3ي سوخت برابر با داخلی میله
 

 . نتايج4
بتراي   ]ANSYS ]29افزار روش اجزاي محدود یکی شده با نرم

ا ابعتاد  ( ب5اي تحقیقاتی دانشگاه آریستوتل )شکل استوانهرآکتور 
 بته کتار گرفتته شتد.     2و  1هاي و مش صات داده شده در جدول

هتاي ستوخت را نشتان    کتور و میلته آسازي رشبیه ينحوه 6شکل 
داده نشتان   4يتور کته در شتکل    سوخت همان يهر میله .دهدمی

شده  سازيم مدلیاز سه قسمت مجزا با روکشی از جنس آلومین هشد
که بتوان معادلات ترابرد نتوترون  است. در این محاسبات براي آن

ستوخت در امتتداد    کتور ناهمگن حل کرد، غنايآرا براي یک ر
مرکتزي بته میتزان     يدر میلته  3cm/g 0145/0 ازبا شتروع  شعاعی 

کته ایتن میتزان افتزایش      داده شد مجاور افزایش يدر میله 001/0
 يمعادلته  ویستی نبرنامته کتتور و از  آبراي حفت  حالتت بحرانتی ر   

نهایتت   آیتد. در دست متی ه ب Matlab محیطکتور در آبحرانی ر
کتتور مفتروض،   آر رايترابرد نتوترون بت   يمعادلهاستفاده از  براي

بتا   (6)چهاروجهی هرمیبه صورت اجزاي کتور آر سازمحیط کند
 جتز  گره و با در نظر گرفتن ستطح مقطتع میتانگین بتراي هتر       10
استت   جتز   78521گره و تعداد  110902بندي شد که شامل مش

ي گرفتن غنتا  نشان داده شده است. با ثابت در نظر 7که در شکل 
ستتوخت و مقتتدار آن در راستتتاي محتتوري، غنتتاي ستتوخت در    

 8 گونته کته در شتکل   سوخت همان يراستاي شعاعی در هر میله
داده شد تا با حف  حالت بحرانتی، شتار    شود، افزایشمشاهده می
کتتور  آشتعاعی ر  یکنواختی شتار  ی و به تبع آنیامرگهاي نوترون
ر فواصتل دور از  کتتور د آاي ناهمگن و در نتیجه قدرت راستوانه

، ]30[ متر نسبت به حالتت همگتن  سانتی 115/40 يمرکز تا فاصله
چین نشان داده شده است، افتزایش  صورت خطه ب 9که در شکل 

 ,CPU(2.5GHz)]: یابد. این نتیجته بتا سیستتمی بتا مش صتات     

Core (TM)2Duo] .به دست آمد 
 

 
 .ي سوخت رآکتور مورد بررسیساختار میله .4شکل 

 

 
 .رآکتور آزمایشگاهی دانشگاه آریستوتل .5شکل 

Air 

25.15 cm 

Fuel 

107 cm 

Light Water 

20.32 cm 
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  توتلیسدانشگاه آربعاد رآکتور ها و اثابت. 1جدول 

 مش صات                   

 مواد ساختاري       

چگالی 

(3g/cm) 

قابلیت هدایت 

 (k2W/m)حرارتی 

 ظرفیت گرمایی

(J/kg k) 

 4186 1000 00/1 سبکآب 

 500 9/19 03/8 فولاد ضدزنگ

 718 025/0 0013/0 هوا

 910 88/236 7/2 آلومینیم

 
 عاد و مش صات رآکتور دانشگاه آریستوتل اب. 2جدول 

ض امت غلاف  جنس مواد اجزا

(mm) 

قطر خارجی 

(cm) 

 (m)ارتفاع 

 5/1 18/3 89/0 آلومینیم هاي سوختمیله

 ي رآکتورمحفظه
فولاد 

 ضدزنگ
100 24/123 52/1 

 07/1 24/123 - - قلب رآکتور

 

 
 .دانشگاه آریستوتل سوخت رآکتور  هايسازي میلهشبیه. 6شکل 

 

 
 بندي حجم کندساز رآکتور دانشگاه آریستوتل .مش. 7شکل 

 
 

 یهاي سوخت در راستاي شعاعالگوي تغییر غناي سوخت در میله. 8شکل 

 رآکتور ناهمگن.

 

 
 

اي ناهمگن با توزیع شعاعی شار نوترون گرمایی یک رآکتور استوانه. 9شکل 

 ثابت. يي آن با یک رآکتور همگن با چشمهغناي سوخت م تل  و مقایسه

 

 . تحلیل و تفسیر نتايج 5

اختلاف شتار   يبحرانی براي رآکتور ناهمگن و مقایسهمحاسبات 

 نشتتان ، حالتتت همگتتنبتتا  نتتوترون گرمتتایی در راستتتاي شتتعاعی 

دهد کته در رآکتتور نتاهمگن، یکنتواختی شتار نتوترون و در       می

نتیجه قدرت ظاهر شده در مقایسته بتا حالتت همگتن در راستتاي      

بتراي تولیتد یتک    یابتد. بنتابراین   شعاعی قلب رآکتور افزایش می

مقدار معین انر ي، میتزان مصترف ستوخت در نیروگتاه نتاهمگن      

هتاي موجتود بتراي    یابد. براستا  داده کاهش مینسبت به همگن

 رآکتتتور تحقیقتتاتی دانشتتگاه آریستتتوتل، محاستتبات انجتتام شتتده     

مرزي قلتب   يدر ناحیه گرمایی افزایش شار نوترون يدهندهنشان

 راستتاي هاي ستوخت در  ن غناي میلهو میزا بودههمگن ناکتور آر

گردیتد. ایتن الگتوي غنتاي     تعیتین   8شعاع استتوانه مطتابق شتکل    

اي دیگري کتور استوانهآتوان به سادگی براي هر رسوخت را می
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کتترده و از نتتتایج آن در اي محاستتبهبتتا هتتر قتتدرت تعریتت  شتتده

يراحی قلب استفاده نمود. لازم به ذکر است که با توجه به حجم 

کتورهاي صنعتی به منظور کاهش آزش صورت گرفته براي رپردا

بهبود یابد. براي کاهش باید ه شده یهاي ارازمان محاسبه الگوریتم

هاي دیگري نظیر آشوب از روشتوان چنین میهمپردازش زمان 

 استفاده نمود که محاستبات مقتدماتی ایتن روش در دستت اقتدام     

 باشد.می

 :ها نوشت پي
.1  Semi-Group Theory 

.2  Lyaponouv Theory 

.3  Comparison Theorem 

.4  Subregions 

.5  Tori 

.6  Tetrahedral 
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